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Bezeichnungen
IN Menge der natu¨rlichen Zahlen
IN∗ IN ohne Null
Z Menge der ganzen Zahlen
Z ∗ Z ohne Null
IR Menge der reellen Zahlen
IR>0 Menge der positiven reellen Zahlen
IP Menge der Primzahlen
IRn n-dimensionaler euklidischer Raum
Λn n-dimensionales Punktgitter im IRn
BΛn Basis von Λ
n
FB(Λ
n) Fundamentalzelle von BΛn
d(Λn) Gitterdeterminante von Λn
Z n Gitter der ganz-rationalen Punkte im IRn
O Ursprung bzw. Nullpunkt eines Gitters imIRn
◦
K offener Kern bzw. Inneres eines Ko¨rpers K
K Abschluss von K
∂K Rand von K
#GP(K) Anzahl der Gitterpunkte auf K
max (x, y) Maximum von x und y
ggT (x, y) gro¨ßter gemeinsamer Teiler von x und y
x | y x teilt y
d(a, b) Abstand der Strecken bzw. Punkte a und b
|a| La¨nge der Strecke a
|a| Betrag des Vektors a
a · b Skalarprodukt der Vektoren a und b
2 Ende eines Teilbeweises
222 Ende eines Beweises
1
Einleitung
Grundlage der vorliegenden Arbeit ist der Satz von Minkowski fu¨r null-
punktsymmetrische konvexe Ko¨rper im IRn. Bei diesem Satz handelt es sich
um den zentralen Satz einer Theorie, die von ihrem Entdecker Hermann
Minkowski (1864-1909) Geometrie der Zahlen genannt wurde.
In dieser Theorie werden geometrische Methoden auf zahlentheoretische
Probleme, die z.B. bei der Arithmetik algebraischer Zahlko¨rper, bei der
Theorie der Diophantischen Ungleichungen oder der Diophantischen Appro-
ximation auftreten, angewendet.
Eine der zentralen Fragestellungen der Geometrie der Zahlen ist die fol-
gende:
Sei Λn ein Gitter im IRn mit der Gitterdeterminante d(Λn) und K ein
nullpunktsymmetrischer konvexer Ko¨rper. Wieviele Gitterpunkte entha¨lt K
bzw. unter welchen Bedingungen entha¨lt K mindestens einen nichttrivialen
Gitterpunkt?
Eine Aussage dazu macht der oben erwa¨hnte
Satz von Minkowski
Ist K ein nullpunktsymmetrischer konvexer Ko¨rper und Λn, n ∈ IN∗ ein
Gitter im IRn mit
V (K) > 2n · d(Λn) bzw. V (K) ≥ 2n · d(Λn) ∧ K = K,
so entha¨lt K mindestens einen nichttrivialen Gitterpunkt.
Aus dem Satz folgt also, daß ein nullpunktsymmetrischer konvexer Ko¨rper
im IRn, der keine nichttrivialen Gitterpunkte eines Gitters Λn in seinem
Innern
◦
K entha¨lt, ho¨chstens das Volumen Vmax(K) = 2
n · d(Λn) besitzt.
Bei den in der vorliegenden Arbeit betrachteten - abgeschlossenen - konvexen
Ko¨rpern werden daher generell Gitterpunkte auf dem Rand ∂K der Ko¨rper
zugelassen. Die Forderung der Gitterpunktfreiheit bezieht sich - abgesehen
von Kapitel 4 - nur auf das Ko¨rperinnere
◦
K.
2
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In Kapitel 2 und 3 werden zuna¨chst 2- und 3-dimensionale nullpunktsym-
metrische Quader untersucht, die keine nichttrivialen Gitterpunkte in ihrem
Innern besitzen, sogenannte 2- bzw. 3-dimensionale Minkowski-Quader
oder M2- bzw. M3-Quader (vgl. Kap. 1.2).
Dabei wird in besonderem Maße auf Konstruktion und Eigenschaften ma-
ximal großer Minkowski-Quader, d.h. Quader, die das durch den Satz von
Minkowski vorgegebene maximale Volumen
Vmax(K) = 2
n · d(Λn)
tatsa¨chlich annehmen, eingegangen. Diese Quader werden absolut maxi-
male Mn-Quader1 genannt. Sie bilden die Grundlage der vorliegenden
Arbeit.
Bemerkung
Absolut maximale M2-Quader bzw. maximale M-Rechtecke im
Gitter Z 2 waren das Hauptthema meiner Examensarbeit, die ich 1999 bei
Herrn Prof. Dr. Burde geschrieben habe.
In Kapitel 2 werden unter anderem die fu¨r die vorliegende Arbeit relevan-
ten Ergebnisse der Examensarbeit zusammengefasst, wobei gro¨ßtenteils
eine Erweiterung vom Z 2 auf allgemeine 2-dimensionale Gitter vorge-
nommen wird.
Als eine Erweiterung der obigen Untersuchungen werden in Kapitel 4 schließ-
lich nullpunktsymmetrische 2-dimensionale Quader betrachtet, in deren In-
nern eine gewisse Anzahl m nichttrivialer Gitterpunktpaare zugelassen wird,
sogenannte M2m-Quader.
Auch in diesem Fall liegt ein besonderes Augenmerk auf dem maximalen Vo-
lumen, das ein solcher M2m-Quader annehmen kann, und den Eigenschaften
dieser Quader.
1In der Literatur wird in diesem Zusammenhang auch der Begriff des ”extremalen
Ko¨rpers” verwendet (vgl. [2], S. 75).
Kapitel 1
Grundlagen und Definitionen
1.1 Allgemeine Grundlagen
Definition 1.1
1. Eine Menge M ⊆ IRn heißt konvex, wenn sie mit zwei Punkten
P1, P2 ∈M auch deren Verbindungsstrecke entha¨lt.
2. Eine Menge ∅ 6= K ′ ⊆ IRn heißt Ko¨rper, wenn sie keine niederdi-
mensionalen Teile entha¨lt, d.h. wenn jeder Randpunkt von K ′ auch
Randpunkt des offenen Kerns ∅ 6= K ′ \ ∂K ′ =
◦
K ′ ist (und umgekehrt):
∂ (K ′ \ ∂K ′) = ∂K ′.
3. Eine Menge K ⊆ IRn heißt konvexer Ko¨rper, wenn sie konvex und
ein Ko¨rper ist.
Definition 1.2
Sei {O; e1, ... , en} ein fest vorgegebenes karthesisches Koordinatensystem
des euklidischen Raums IRn. Vektoren des IRn werden bezu¨glich derOrtho-
normalbasis E = {e1, ... , en} in der Form
a = a1e1 + ...+ anen =

a1
...
an

geschrieben, wobei die aj ∈ IR, j = 1, ... , n die Komponenten des Vek-
tors sind.
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Bemerkung 1.3
1. Nach Definition 1.2 wird jede weitere Basis B = {a1, ... , an} im IRn
durch
B = {a1, ... , an} = {a11e1 + ...+ an1en , ... , a1ne1 + ...+ annen}
=


a11
...
an1
 , ... ,

a1n
...
ann


bezu¨glich der zugrundegelegten Orthonormalbasis E dargestellt.
2. Punkte (gleich Ortsvektoren) des IRn werden bezu¨glich einer solchen
Basis B = {a1, ... , an} in der Form
P = xp,1a1 + ...+ xp,nan
oder kurz
P (xp,1, ... , xp,n)B
geschrieben, wobei die xp,j ∈ IR, j = 1, ... , n die Koordinaten des
Punktes bezu¨glich der Basis B sind.
Definition 1.4
Die Punktmenge
Λn = {P | P = xp,1a1 + ...+ xp,nan ; xp,j ∈ Z , j = 1, ... , n} ⊂ IRn
nennt man ein von der Basis BΛn = {a1, ... , an} im IRn aufgespanntes n-
dimensionales (Punkt-)Gitter.
Bemerkung 1.5
Die Basis eines Gitters Λn ist nicht eindeutig festgelegt. So lassen sich aus
geeigneten Linearkombinationen der Basisvektoren einer gegebenen Basis
von Λn weitere Basen des selben Gitters konstruieren.
Definition 1.6
1. Das von den Basisvektoren a1, ... , an eines Gitters Λ
n im IRn aufge-
spannte halboffene Parallelotop
F (Λn) = {P | P = ϑ1a1 + ...+ ϑnan ; 0 ≤ ϑj < 1 , j = 1, ... , n}
nennt man eine Fundamentalzelle von Λn, genauer die zur Basis
BΛn = {a1, ... , an} geho¨rende Fundamentalzelle FB(Λn).
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2. Sei Λn ein Gitter im IRn mit der Basis BΛn = {a1, ... , an} und
A = (a1, · · · , an)
diejenige Matrix, deren Spalten sich aus den Basisvektoren a1, ... , an
ergeben. Dann bezeichnet man die positive Zahl
d(Λn) := | detA |
als die Determinante des Gitters Λn.
Bemerkung 1.7
1. Geometrisch la¨ßt sich die Determinante eines Gitters Λn als das abso-
lute Volumen einer Fundamentalzelle von Λn deuten.
2. Die Determinante eines Gitters Λn ist eine Gitterinvariante, d.h. sie
ist unabha¨ngig von der Wahl der Gitterbasis.
Definition 1.8
Sei Λn ein Gitter im IRn und sei 1 ≤ k ≤ n, k ∈ IN.
1. Eine (n-k)-dimensionale Teilmenge von Λn, die selbst ein Gitter ist
und den Ursprung O von Λn entha¨lt, wird im folgenden als ein (n-k)-
dimensionales Untergitter Λ˜n−k von Λn bezeichnet.
2. Ein solches Untergitter Λ˜n−k liegt in einem (n-k)-dimensionalen Un-
terraum Un−k0 .
3. Die Gitter, die in zu Un−k0 parallelen Unterra¨umen U
n−k
i , i ∈ Z ∗ lie-
gen und von den gleichen Basisvektoren wie Λ˜n−k aufgespannt wer-
den, seien die Nebengitter Λ˜n−ki von Λ˜
n−k.
4. Entsteht ein (n-k)-dimensionales Untergitter durch den Schnitt eines
(n-k)-dimensionalen Unterraums Un−k0 des IR
n mit Λn, so wird im fol-
genden von einem vollsta¨ndigen (n-k)-dimensionalen Untergitter
Λn−k von Λn gesprochen.
Bemerkung 1.9
1. Da die Nebengitter Λ˜n−ki eines Untergitters Λ˜
n−k von den gleichen Ba-
sisvektoren aufgespannt werden wie Λ˜n−k selbst, ist die Anordnung der
Gitterpunkte auf diesen Gittern identisch.
2. Ein Gitter setzt sich komplett aus einem vollsta¨ndigen Untergitter und
seinen - disjunkten - Nebengittern zusammen: Λn = Λn−k ∪ Λn−ki .
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1.2 Weitere Definitionen
Da in dieser Arbeit als Spezialfa¨lle konvexer Ko¨rper im IRn vorwiegend
2- und 3-dimensionale Quader betrachtet werden, ist es sinnvoll, fu¨r diese
Ko¨rperklassen einige weitere Bezeichnungen einzufu¨hren:
Definition 1.10
1. Nullpunktsymmetrische n-dimensionale Quader, die keine nichttrivia-
len Gitterpunkte eines Gitters Λn in ihrem Innern besitzen, heißen
n-dimensionale Minkowski-Quader, kurz Mn-Quader.
2. Der Schnitt eines Mn-Quaders mit einer nullpunktsymmetrischen Hy-
perebene des IRn, die zu einer der Quaderseiten parallel ist, wird eine
Achse des Quaders genannt.
3. Mn-Quader, die in einem Gitter Λn mit der Gitterdeterminante d(Λn)
das - nach dem Satz von Minkowski maximale - Volumen
Vmax = 2
n · d(Λn)
besitzen, heißen absolut maximale Mn-Quader.1
4. Ein M2-Quader Q2ν:1 mit dem festen Seitenverha¨ltnis
ν : 1, ν ∈ IR>0,
der in einem Gitter Λ2 den fu¨r dieses Seitenverha¨ltnis maximalen
Fla¨cheninhalt Vmax(Q
2
ν:1) annimmt, heißt maximaler M2-Quader
bezu¨glich des Seitenverha¨ltnisses.
Definition 1.11
1. Nullpunktsymmetrische n-dimensionale Quader, die m ∈ IN∗ nichttri-
viale Gitterpunktpaare eines Gitters Λn in ihrem Innern besitzen, wer-
den mit Mnm-Quader bezeichnet.
2. Analog zu Definition 1.10.2 werden Achsen vonMnm-Quadern definiert.
1Dabei handelt es sich um extremale Quader bezu¨glich Λn (vgl. [2], S. 75).
Kapitel 2
Absolut maximale M2-Quader
In diesem Kapitel werden 2-dimensionale Minkowski-Quader bezu¨glich eines
allgemeinen Gitters Λ2 untersucht.
Dabei werden zuna¨chst absolut maximaleM2-Quader betrachtet und Eigen-
schaften dieser Quader herausgearbeitet. Schließlich werden in Kapitel 2.3 die
maximalen Fla¨cheninhalte von - ggf. nicht absolut maximalen -M2-Quadern
in Abha¨ngigkeit ihrer Seitenverha¨ltnisse berechnet.
2.1 Konstruktion
Um einen absolut maximalen M2-Quader in einem Gitter Λ2 mit der Basis
BΛ2 = {a1, a2} im IR2 zu erzeugen, geht man von einer nullpunktsymmetri-
schen Strecke t0 aus, die in einem Gitterpunkt
T (xt,1, xt,2)BΛ2 ∈ Λ2 mit ggT(xt,1, xt,2) = 1
beginnt und im Gitterpunkt −T (−xt,1,−xt,2)BΛ2 endet (s. Fig. 2.2).
Die Gerade, auf der t0 liegt, wird mit g0 bezeichnet, der Vektor
−→
OT mit t.
Bemerkung 2.1
1. Sa¨mtliche Gitterpunkte des Gitters Λ2 liegen auf zu g0 parallelen Git-
terpunktgeraden gi, i ∈ Z .
2. Die Geraden der Parallelschar gi sind a¨quidistant. Dabei gilt fu¨r den
Abstand von zwei benachbarten Gitterpunktgeraden gi und gi+1:
|d(gi, gi+1)| = d(Λ
2)
|d(T,O)| ,
mit d(T,O) = 1
2
|t0| = |t| als Abstand von T zum Ursprung von Λ2.
8
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Beweis: Beide Aussagen folgen aus der Tatsache, daß die Vektoren
−→
OT
und
−→
OP mit einem beliebigen Gitterpunkt P auf g1 eine Gitterbasis von Λ
2
bilden. 222
Die Strecken t1 und t−1, fu¨r die gilt:
• t±1 liegen auf den zu g0 benachbarten Gitterpunktgeraden g±1,
• t1 und t−1 haben die selbe La¨nge wie t0: |t±1| = |t0|,
• die Mittelpunkte von t±1 liegen auf einer zu g0 senkrechten Ursprungs-
gerade h0
seien die zur Achse t0 parallelen Seiten des Quaders. Die Gitterpunkte auf
t1 sind S1, S2, ... , ihre Spiegelpunkte auf t−1 sind −S1,−S2, ... .
Die andere Quaderachse s0 und die dazu parallelen Quaderseiten s1 und s−1
sind diejenigen Strecken, fu¨r die gilt:
• s0, s1 und s−1 sind senkrecht zu t0,
• der Mittelpunkt von s0 sei O(0, 0), der von s1 sei T und der von s−1
sei −T ,
• die La¨nge von s0, s1 und s−1 ist gleich dem Abstand von t1 und t−1:
|s0| = |s±1| = |d(t1, t−1)| 2.1= 2 · d(Λ
2)
|d(T,O)| .
Figur 2.2
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10 KAPITEL 2. ABSOLUT MAXIMALE M2-QUADER
Ein derartig konstruierter M2-Quader la¨ßt sich durch den Punkt T , den
Mittelpunkt der Seite s1, eindeutig charakterisieren:
Bezeichnung 2.3
Der oben konstruierte Quader - ein in Λ2 offenbar maximal ausgedehnter
M2-Quader - mit dem Seitenmittelpunkt
T (xt,1, xt,2)BΛ2 ∈ Λ2
wird mit Q2T bzw. Q
2
(xt,1,xt,2)
bezeichnet.
Beispiel 2.4 Q2(3,2) im Gitter Λ
2 mit der Basis BΛ2 = {a1, a2}
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Bemerkung 2.5
Die Koordinaten eines Gitterpunkts des zugrundegelegten Gitters Λ2 auf
dem Rand eines M2-Quaders sind teilerfremd.
Beweis: Sei BΛ2 = {a1, a2} eine Basis von Λ2 und P (xp,1, xp,2)BΛ2 ∈ Λ2 ein
beliebiger Gitterpunkt auf dem Rand des M2-Quaders.
Ann.: ggT(xp,1, xp,2) > 1.
Dann liegt aber mit
P ∗
(
xp,1
ggT(xp,1,p,2 )
,
xp,2
ggT(xp,1, xp,2)
)
BΛ2
∈ Λ2
ein nichttrivialer Gitterpunkt im Innern des Quaders, was im Widerspruch
zur Konstruktion von M2-Quadern steht. 222
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Fu¨r die oben konstruierten M2-Quader Q2T soll nun der Fla¨cheninhalt
V (Q2T ) berechnet werden:
Allgemein gilt fu¨r M2-Quader Q2T mit den Quaderachsen t0 und s0:
V (Q2T ) = |t0| · |s0| = 2|d(T,O)| · 2|d(t±1, t0)|.(2.6)
Mit Bemerkung 2.1 erha¨lt man somit
V (Q2T ) = 4|d(T,O)| ·
d(Λ2)
|d(T,O)| = 4 · d(Λ
2).(2.7)
Insgesamt gilt folgender Satz:
Satz 2.8
Genau die in einem Gitter Λ2 maximal ausgedehnten M2-Quader Q2T mit
den Seitenmittelpunkten ±T ∈ Λ2 besitzen den Fla¨cheninhalt
Vmax(Q
2
T ) = 2
2 · d(Λ2) = 4 · d(Λ2),
sind also absolut maximale M2-Quader in Λ2.
Beweis: Sei Q2 ein M2-Quader im Gitter Λ2 mit den sich gegenu¨berliegen-
den Quaderseiten r±1, der keine Gitterpunkte aus Λ2 als Seitenmittelpunkte
besitzt (vgl. Fig. 2.9).
Dann ist zu zeigen:
V (Q2) < 4 · d(Λ2).
Dabei ko¨nnen folgende Fa¨lle unterschieden werden:
1. Fall: Auf
◦
r±1 liegen keine Gitterpunkte aus Λ2.
Dann la¨ßt sich die zu r1 und r−1 senkrechte Achse von Q2 verla¨ngern, ohne
daß ein Gitterpunkt aus Λ2 im Innern dieses Quaders liegt. Es existiert also
ein M2-Quader Q˜2 in Λ2 mit
4 · d(Λ2) ≥ V (Q˜2) > V (Q2).
2. Fall: Auf
◦
r±1 liegt genau ein Gitterpunktpaar ±R1 ∈ Λ2.
Da ±R1 nach Voraussetzung keine Seitenmittelpunkte von r±1 sind, la¨ßt sich
Q2 in Λ2 durch eine hinreichend kleine Drehung von r±1 um die Punkte ±R1,
wobei der ku¨rzere Teil von r±1 ins Innere von Q2 gedreht wird, vergro¨ßern
(s. Fig. 2.9).
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Figur 2.9
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Man kann somit ein nullpunktsymmetrisches Parallelogramm P 2 konstruie-
ren, das in seinem Innern keine Gitterpunkte aus Λ2 entha¨lt.
Da ein Parallelogramm ein konvexer Ko¨rper ist, folgt mit dem Satz von
Minkowski:
4 · d(Λ2) ≥ V (P 2) > V (Q2).
3. Fall: Auf
◦
r±1 liegen mehrere Gitterpunktpaare ±Ri ∈ Λ2.
Seien R1 und R2 zwei benachbarte Gitterpunkte auf
◦
r1 mit dem Abstand
d(R1, R2).
Dann liegen sa¨mtliche weitere Gitterpunkte Pi von Λ
2 auf zu r1 parallelen
Gitterpunktgeraden gr, wobei fu¨r den Abstand zweier benachbarter Gitter-
punkte P1, P2 ∈ gr nach Bemerkung 2.1 bzw. nach Voraussetzung gilt:
|d(P1, P2)| = |d(R1, R2)| < |r1|.
Da der Ursprung von Λ2 der einzig zula¨ssige Gitterpunkt im Innern eines
M2-Quaders ist, ko¨nnen wegen
|d(P1, P2)| < |r1|
weitere Gitterpunkte auf dem Rand von Q2 - abgesehen von den Gitterpunk-
ten ±Ri ∈ r±1 - nur auf der zu r±1 parallelen Quaderachse r0 liegen. Dann
wa¨ren sie aber Seitenmittelpunkte der zu r±1 senkrechten Quaderseiten, was
ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.
Andererseits ließe sich Q2 aber analog zum 1. Fall weiter vergro¨ßern, kann
also nicht absolut maximal in Λ2 sein. 222
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Die Achse t0 eines absolut maximalenM2-Quaders Q2T kann auch als absolut
maximaler M1-Quader in einem vollsta¨ndigen 1-dimensionalen Untergitter
Λ1 von Λ2 mit der Basis
BΛ1 = {t} bzw. B′Λ1 = {−t}
und der Gitterdeterminante
d(Λ1) = | t | = |d(±T,O)|
interpretiert werden.
Λ1 besteht dann aus den Gitterpunkten n·T, n ∈ Z auf der Gitterpunktgerade
g0 (vgl. Fig. 2.2), d.h. es gibt genau einen absolut maximalen M1-Quader
Q1 in Λ1, na¨mlich die Strecke t0 mit der La¨nge
Vmax(Q
1) = 2 · d(Λ1) = |d(T,−T )| = |t0|.
Damit la¨ßt sich Satz 2.8 auch folgendermaßen formulieren:
Korollar 2.10
Ein maximal ausgedehnter M2-Quader Q2 in einem Gitter Λ2 besitzt ge-
nau dann den - nach dem Satz von Minkowski maximalen - Fla¨cheninhalt
Vmax(Q
2) = 22 · d(Λ2) = 4 · d(Λ2),
wenn eine der Achsen des Quaders ein absolut maximaler M1-Quader in
einem vollsta¨ndigen 1-dimensionalen Untergitter von Λ2 ist.
Beweis:
√
Bemerkung 2.11
1. Diese Eigenschaft absolut maximaler M2-Quader ist auch charakte-
ristisch fu¨r absolut maximale M3-Quader (vgl. Satz 3.2) und absolut
maximale M2m-Quader (vgl. Kor. 4.17).
Es ist daru¨berhinaus sogar zu vermuten, daß sie allgemein fu¨r alle ab-
solut maximalen Mn-Quader und absolut maximalen Mnm-Quader gilt
(vgl. Verm. 3.23 und 4.37).
2. Aus dem Satz von Minkowski-Hajo´s (vgl. [5], Kap. 13, S.31-33 und [6],
Kap. 12) folgt u.a., daß extremale bzw. absolut maximale Mn-Quader
mindestens ein Seitenpaar besitzen, in dessen Innern genau ein Gitter-
punktpaar liegt.
Demnach wu¨rde es im 2. Teil des Beweises von Satz 2.8 auch genu¨gen
zu zeigen, daß diese Gitterpunkte gerade die Seitenmittelpunkte ihrer
Seiten sein mu¨ssen.
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2.2 Eigenschaften
2.2.1 Randpunkte
Nach Konstruktion (vgl. Kap. 2.1) besitzen absolut maximale M2-Quader
Q2T in einem Gitter Λ
2 die Gitterpunktpaare ±T und ±Si auf ihren Seiten
s±1 und t±1. Diese Randpunkte sind ein charakteristisches Merkmal absolut
maximaler M2-Quader.
In diesem Abschnitt wird daher auf die Anzahl und Lage der Gitterpunkte
auf dem Rand solcher M2-Quader na¨her eingegangen.
Anzahl der Randpunkte absolut maximaler M2-Quader
Satz 2.12
Absolut maximale M2-Quader in einem Gitter Λ2 besitzen genau 3 oder
4 Gitterpunktpaare aus Λ2 auf ihrem Rand.
Beweis: Nach Konstruktion besitzt ein absolut maximaler M2-Quader Q2T
im Gitter Λ2 genau drei Gitterpunkte auf der Strecke t0, na¨mlich T , −T und
den Ursprung O.
Fu¨r zwei benachbarte Gitterpunkte ±S1,±S2 ∈ t±1 gilt:
|d(±S1,±S2)| = |d(T,O)| = |d(−T,O)|.
Wegen
|t1| = |t−1| = |t0|
liegen daher mindestens zwei, ho¨chstens aber drei Gitterpunkte auf den Qua-
derseiten t1 bzw. t−1, wobei im 2. Fall je zwei davon Endpunkte von t±1 sein
mu¨ssen.
Da auf den zu t±1 senkrechten Seiten s1 und s−1 nach Konstruktion außer
±T und etwaigen Eckpunkten keine weiteren Gitterpunkte aus Λ2 liegen,
besitzt Q2T genau 3 oder 4 Gitterpunktpaare auf seinem Rand. 222
Korollar 2.13
Liegen 4 Gitterpunktpaare eines Gitters Λ2 auf dem Rand eines absolut
maximalen M2-Quaders, so gilt:
1. Bei den Gitterpunkten handelt es sich um die 4 Eckpunkte und die 4
Seitenmittelpunkte des Quaders.
2. Λ2 la¨ßt sich durch eine Orthogonalbasis aufspannen.
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Beweis:
1. Nach dem Beweis von Satz 2.12 liegen genau dann 3 Gitterpunkte eines
absolut maximalenM2-Quaders Q2T auf den Quaderseiten t1 bzw. t−1,
wenn je zwei davon Endpunkte von t±1 sind.
Dann ist der dritte Gitterpunkt aber jeweils Seitenmittelpunkt von t±1
undQ2T besitzt mit den zusa¨tzlichen Seitenmittelpunkten±T insgesamt
4 Eckpunkte und 4 Seitenmittelpunkte. 2
2. Seien ±S ∈ Λ2 die Seitenmittelpunkte von Q2T auf den Quaderseiten t1
und t−1. Dann la¨ßt sich Λ2 z.B. durch die orthogonalen Vektoren
−→
OT=: a1 und
−→
OS=: a2
erzeugen. 222
Satz 2.14
1. In Satz 2.12 gilt sogar : Genau die M2-Quader mit 3 oder 4 Gitter-
punktpaaren auf ihrem Rand sind absolut maximale M2-Quader in Λ2.
2. Ein M2-Quader in einem Gitter Λ2 besitzt ho¨chstens 4 Gitterpunkt-
paare aus Λ2 auf seinem Rand.
Beweis:
1. Besitzt ein M2-Quader Q2 im Gitter Λ2 6 oder 8 Randpunkte aus Λ2,
so liegen mindestens 2 davon auf einer Quaderseite r1.
Weitere Gitterpunkte auf Q2 ko¨nnen dann aber nur auf der r1 ge-
genu¨berliegenden Quaderseite r−1 und auf der zu r1 und r−1 parallelen
Quaderachse r0 liegen (vgl. Bew. von Satz 2.8, 3. Fall), und fu¨r den
Abstand von zwei benachbarten Gitterpunkten R1 und R2 auf r1 gilt:
|d(R1, R2)| ≥ 12 |r0|.
1. Fall: |d(R1, R2)| = 12 |r0|.
Q2 besitzt auf den zu r±1 senkrechten Quaderseiten Seitenmittelpunkte
aus Λ2 und ist somit absolut maximal in Λ2.
2. Fall: |d(R1, R2)| > 12 |r0|.
In diesem Fall wu¨rde Q2 auf r±1 maximal 2 Gitterpunktpaare aus Λ2
und auf r0 gar keine nichttrivialen Gitterpunkte aus Λ
2 besitzen, was
ein Widerspruch zur Voraussetzung von 3 oder 4 Gitterpunktpaaren
auf dem Rand von Q2 ist. 2
2. Die Behauptung folgt aus dem obigen Beweis bzw. wurde von Minkow-
ski fu¨r allgemeine konvexe Ko¨rper bewiesen (vgl. [1], S. 79). 222
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Lage der Randpunkte absolut maximaler M2-Quader
Nach Satz 2.12 liegen genau 3 oder 4 Gitterpunktpaare des zugrundegeleg-
ten Gitters Λ2 mit der Basis BΛ2 = {a1, a2} auf dem Rand eines absolut
maximalen M2-Quaders Q2T , na¨mlich die beiden Seitenmittelpunkte ±T als
Endpunkte der Quaderachse t0 und 2 bzw. 3 weitere Gitterpunktpaare ±Si
auf den zu t0 parallelen Quaderseiten t±1 (s. Fig. 2.2).
In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Koordinaten der Gitterpunkte ±Si
bezu¨glich der Basis BΛ2 von den Koordinaten von ±T abha¨ngen.
Satz 2.15
Sei Q2(xt,1,xt,2) ein absolut maximaler M2-Quader im Gitter Λ2 mit der
Basis BΛ2 = {a1, a2}.
Dann gilt fu¨r die Koordinaten der Gitterpunkte ±Si(±xsi,1,±xsi,2)BΛ2 auf
dem Rand von Q2(xt,1,xt,2):
|xt,1xsi,2 − xt,2xsi,1| = 1.(2.16)
Beweis: Die Vektoren
−→
OT=: t und
−→
OS=: smit einem beliebigen Gitterpunkt
S(xs,1, xs,2)BΛ2 ∈ g±1 bilden eine Basis B′Λ2 von Λ2 und spannen die Funda-
mentalzelle FB′(Λ
2) mit dem Fla¨cheninhalt
|FB′(Λ2)| = d(Λ2)
auf. Dabei gilt fu¨r FB′(Λ
2):
|FB′(Λ2)| 1.7= | det ( t , s ) |
1.3
= | det (xt,1a1 + xt,2a2 , xs,1a1 + xs,2a2 ) |
=
∣∣∣∣∣ det
(
xt,1a11 + xt,2a12 xs,1a11 + xs,2a12
xt,1a21 + xt,2a22 xs,1a21 + xs,2a22
)∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣ det
((
a11 a12
a21 a22
)
·
(
xt,1 xs,1
xt,2 xs,2
))∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣ det
(
a11 a12
a21 a22
)
· det
(
xt,1 xs,1
xt,2 xs,2
)∣∣∣∣∣
= d(Λ2) · | xt,1xs,2 − xt,2xs,1 | .
Wegen |FB′(Λ2)|= d(Λ2) folgt die Behauptung fu¨r sa¨mtliche (Gitter-) Punkte
auf g±1, also auch fu¨r ±Si ∈ Q2(xt,1,xt,2). 222
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Die Gleichung (2.16) gilt allgemein fu¨r alle Punkte auf den Gitterpunktge-
raden g±1. Die Koordinaten der Gitterpunkte ±Si ∈ t±1 ergeben sich daraus
folgendermaßen:
1.) Die ganzzahligen Lo¨sungen von (2.16) ergeben die Koordinaten der
Gitterpunkte auf g±1.
Diese lassen sich u¨ber folgende Kongruenzen errechnen:
1.Fall: xt,1xs,2 = 1 + xt,2xs,1 ⇒ xt,1 | 1 + xt,2xs,1
⇔ 1 + xt,2xs,1 ≡ 0 mod xt,1
⇔ xt,2xs,1 ≡ −1 mod xt,1
Wegen ggT(xt,1, xt,2) = 1 folgt schließlich:
xs,1 ≡ −x−1t,2 mod xt,1.
Fu¨r xs,2 ergibt sich aus xt,2 | − 1 + xt,1xs,2 analog
xs,2 ≡ x−1t,1 mod xt,2.
Die Lo¨sungen dieser Kongruenzen seien die Koordinaten der Gitter-
punkte auf g1.
1
2.Fall: Die ganzzahligen Lo¨sungen der Gleichung
xt,2xs,1 = 1 + xt,1xs,2
ergeben gerade die Koordinaten der Spiegelpunkte aus dem 1. Fall
auf g−1. Es genu¨gt also, nur einen der beiden Fa¨lle zu betrachten.
2.) Die Koordinaten der Gitterpunkte ±Si, die auf den Quaderseiten t±1
liegen, lassen sich u¨ber das Skalarprodukt der Vektoren t und s berechnen:
Fu¨r die senkrechte Projektion st des Vektors s auf den Vektor t gilt mit t · s
als Skalarprodukt von t und s:
| st | =
∣∣∣∣∣ t · s| t |2 · t
∣∣∣∣∣ .
Fu¨r Gitterpunkte auf t±1 muß daher folgende Bedingung erfu¨llt sein:
| st | =
∣∣∣∣∣ t · s| t |2 · t
∣∣∣∣∣ ≤ | t |,
also
| t · s | ≤ | t |2.
1Durch diese Festlegung ist g1 und damit auch g−1 eindeutig bestimmt.
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Mit
t = xt,1a1 + xt,2a2
und
s = xs,1a1 + xs,2a2
ergibt sich daraus die Ungleichung:
| (xt,1a11 + xt,2a12)(xs,1a11 + xs,2a12) + (xt,1a21 + xt,2a22)(xs,1a21 + xs,2a22) |
≤ (xt,1a11 + xt,2a12)2 + (xt,1a21 + xt,2a22)2.
Beispiel 2.17
Fu¨r den absolut maximalen M2-Quader Q2(3,2) aus Beispiel 2.4 ergeben
sich im Gitter Λ2 mit der Basis
BΛ2 = {a1, a2} =
{(
2,1
−1
)
,
(−1,2
2,8
)}
folgende Randpunkte auf t±1:
1.) Berechnung der Koordinaten der Gitterpunkte auf g1:
1.Fall: 3xs,2 = 1 + 2xs,1 ⇒ xs,1 ≡ −2−1 mod 3
⇔ xs,1 ≡ 1 mod 3
xs,2 ≡ 3−1 mod 2
⇔ xs,2 ≡ 1 mod 2
2.) Einschra¨nkung der Lo¨sungen auf die Gitterpunkte Si ∈ t1:
Die Gitterpunkte Si mu¨ssen die Ungleichung
| 3, 9 · (2, 1xs,1 − 1, 2xs,2) + 2, 6 · (−xs,1 + 2, 8xs,2) | ≤ 21, 97
erfu¨llen.
Die Gleichung 3xs,2 = 1 + 2xs,1 besitzt unter dieser Bedingung die ganz-
zahligen Lo¨sungen
(xs1,1, xs1,2) = ( 1 , 1 ) und (xs2,1, xs2,2) = (−2,−1).
Auf t1 liegen also die Gitterpunkte S1( 1 , 1 ) und S2(−2,−1). Ihre Spie-
gelpunkte auf t−1 sind −S1(−1,−1) und −S2( 2 , 1 ).
2.2. EIGENSCHAFTEN 19
2.2.2 Seitenverha¨ltnisse
Satz 2.18
Sei Q2T ein absolut maximaler M2-Quader in einem Gitter Λ2 mit der
Gitterdeterminante d(Λ2).
Dann gilt: Das Seitenverha¨ltnis |t0| : |s0| von Q2T ist von der Form
|d(T,O)|2 : d(Λ2).
Beweis: Fu¨r die Seitenverha¨ltnisse absolut maximaler M2-Quader Q2T in
einem Gitter Λ2 gilt mit |t0| · |s0| 2.8= 4 · d(Λ2):
|t0| : |s0| = |t0|2 : 4 · d(Λ2) 2.1= |d(T,O)|2 : d(Λ2). 222
Beispiel 2.19
Der absolut maximaleM2-Quader Q2(3,2) aus Beispiel 2.4 hat im Gitter Λ2
mit der Basis
BΛ2 = {a1, a2} =
{(
2,1
−1
)
,
(−1,2
2,8
)}
und der Gitterdeterminante
d(Λ2) = | 2, 1 · 2, 8− (−1) · (−1, 2)| = 4, 68
das Seitenverha¨ltnis
|t0| : |s0| = (3 · 2, 1 + 2 · (−1, 2))2 + (3 · (−1) + 2 · 2, 8)2 : 4, 68
= 21, 97 : 4, 68
= 4, 694 : 1.
Interpretiert man die Achse t0 von Q
2
T wie in Korollar 2.10 als absolut maxi-
malenM1-Quader in dem vollsta¨ndigen Untergitter Λ1 von Λ2 mit der Basis
BΛ1 = {t} und der Gitterdeterminante d(Λ1) = |t| = |d(T,O)|, so gilt fu¨r die
Seitenverha¨ltnisse absolut maximaler M2-Quader (vgl. Satz 3.25):
Korollar 2.20
Sei Q2T ein absolut maximaler M2-Quader in einem Gitter Λ2 mit der
Gitterdeterminante d(Λ2).
Dann gilt: Das Seitenverha¨ltnis |s0| : |t0| von Q2T ist von der Form
|s0| : |t0| = d(Λ2) : d(Λ1)2 = d(Λ
2)
d(Λ1)
: d(Λ1).
mit d(Λ1) als vollsta¨ndiges Untergitter von Λ2.
Beweis:
√
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Beispiel 2.21
Absolut maximale M2-Quader Q2T im Gitter Z 2 (Basis BZ2 =
{(
1
0
)
,
(
0
1
)}
;
Gitterdeterminante d(Z 2) = 1) haben Seitenverha¨ltnisse der Form
|t0| : |s0| = n : 1 mit IN∗ 3 n = x2t,1 + x2t,2,
wobei n wegen ggT(xt,1, xt,2) = 1 immer die Summe von zwei teilerfrem-
den Quadraten ist.
Eine Aussage zur Darstellung natu¨rlicher Zahlen als Summe von zwei tei-
lerfremden Quadraten, die auch eigentliche Darstellung genannt wird,
macht der folgende Satz (vgl. [10], S. 70, Satz 52):
Satz 2.22
Die natu¨rliche Zahl n mit der Primfaktorzerlegung n = 2epe11 · ... · pess
besitzt
• keine eigentliche Darstellung n = x2 + y2, wenn e ≥ 2 oder ein
pi ≡ 3 mod 4 ist,
• 2s−1 verschiedene2 eigentliche Darstellungen, wenn e = 0 ∨ 1 ist
und alle pi ≡ 1 mod 4 sind.
Die Frage, ob bzw. wieviel absolut maximale M2-Quader man fu¨r ein
vorgegebenes Seitenverha¨ltnis der Form n : 1 im Gitter Z 2 konstruieren
kann, la¨ßt sich also auf die Frage nach der Primfaktorzerlegung von n
zuru¨ckfu¨hren. Ist die Primfaktorzerlegung von n bekannt, so kann man
nach Satz 2.22 sofort die Anzahl der eigentlichen Darstellungen von n an-
geben.
Jede der eigentlichen Darstellungen einer Zahl der Form n = 2epe11 · ... · pess
mit e = 0∨1; pi ≡ 1 mod 4 ergibt dabei die Koordinaten eines ganzzahli-
gen Seitenmittelpunktes eines absolut maximalenM2-Quaders Q2T im Z 2
mit dem Seitenverha¨ltnis |t0| : |s0| = n : 1.
Beispiel 2.23
Fu¨r das Seitenverha¨ltnis 65 : 1 ergeben sich wegen 65 = 5 · 13 genau
22−1 = 2 verschiedene eigentliche Darstellungen. Diese sind:
65 = 72 + 42 = 82 + 12.
Daraus erha¨lt man die absolut maximalenM2-Quader Q2(7,4) und Q2(8,1).
2Dabei werden in diesem Fall weder die Vorzeichen noch die Reihenfolge der Summan-
den x und y in der eigentlichen Darstellung von n beachtet.
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Fu¨r Gitter Λ2 mit einer Basis
BΛ2 =
{(
a11
a21
)
,
(
a12
a22
)}
mit aij ∈ Z ; i, j = 1, 2
lassen sich noch weitere Aussagen u¨ber die Form der Seitenverha¨ltnisse ab-
solut maximaler M2-Quader treffen:
Korollar 2.24
Sei Λ2 ein Gitter mit der Basis BΛ2 =
{(
a11
a21
)
,
(
a12
a22
)}
, aij ∈ Z ; i, j = 1, 2
und Q2T ein absolut maximalerM2-Quader in Λ2 mit dem Seitenverha¨ltnis
|t0| : |s0| = |d(T,O)|2 : d(Λ2)
= (xt,1a11 + xt,2a12)
2 + (xt,1a21 + xt,2a22)
2 : d(Λ2).
Dann gilt:
1. Das Seitenverha¨ltnis von Q2T la¨ßt sich in der Form n : m mit n,m ∈ IN∗
darstellen.
2. ggT( xt,1a11 + xt,2a12 , xt,1a21 + xt,2a22 ) | d(Λ2).
Beweis:
1. Aus xt,1, xt,2 ∈ Z mit (xt,1, xt,2) 6= (0, 0) und aij ∈ Z ; i, j = 1, 2 folgt
(xt,1a11 + xt,2a12)
2 + (xt,1a21 + xt,2a22)
2 ∈ IN∗
und
d(Λ2) = |a11a22 − a21a12| ∈ IN∗
fu¨r das Seitenverha¨ltnis von Q2T . 2
2. Sei ggT( xt,1a11 + xt,2a12 , xt,1a21 + xt,2a22 ) =: κ. Dann gilt:
κ | xt,1a11 + xt,2a12 ∧ κ | xt,1a21 + xt,2a22
⇒ κ | a21(xt,1a11 + xt,2a12) ∧ κ | a11(xt,1a21 + xt,2a22)
⇒ κ | − (xt,1a11a21 + xt,2a21a12) + (xt,1a11a21 + xt,2a11a22)
⇒ κ | xt,2(a11a22 − a21a12)
⇔ κ | xt,2 · d(Λ2).
22 KAPITEL 2. ABSOLUT MAXIMALE M2-QUADER
Analog la¨ßt sich mit
κ | a22(xt,1a11 + xt,2a12) ∧ κ | a12(xt,1a21 + xt,2a22)
zeigen:
κ | xt,1 · d(Λ2).
Aus
κ | xt,1 · d(Λ2) ∧ κ | xt,2 · d(Λ2)
folgt schließlich mit κ = pα11 · ... · pαrr als Primfaktorzerlegung von κ fu¨r
alle p
αj
j , j = 1, ... , r:
p
αj
j | d(Λ2) ∨ pj | xt,1
und
p
αj
j | d(Λ2) ∨ pj | xt,2.
Wegen ggT(xt,1, xt,2) = 1 gilt daher fu¨r alle p
αj
j , j = 1, ... , r:
p
αj
j | d(Λ2),
also
κ | d(Λ2). 222
Bemerkung 2.25
Das Seitenverha¨ltnis eines absolut maximalen M2-Quaders Q2T in einem
Gitter Λ2 mit der Basis BΛ2 =
{(
a11
a21
)
,
(
a12
a22
)}
, aij ∈ Z ; i, j = 1, 2 la¨ßt sich
also fu¨r
ggT(xt,1a11 + xt,2a12 , xt,1a21 + xt,2a22 ) =: κ
in der Form
κ2
d(Λ2)
·
[(
xt,1a11+xt,2a12
κ
)2
+
(
xt,1a21+xt,2a22
κ
)2]
: 1
mit κ | d(Λ2) darstellen, wobei
[(
xt,1a11+xt,2a12
κ
)2
+
(
xt,1a21+xt,2a22
κ
)2]
eine
Summe von zwei teilerfremden Quadraten natu¨rlicher Zahlen ist und somit
nach Satz 2.22 die Primfaktorzerlegung
n = 2e · pe11 · ... · pess mit e = 0 ∨ 1, pi ≡ 1 mod 4
besitzt.
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Beispiel 2.26
In einem Gitter Λ2IP mit der Basis BΛ2IP =
{(
a11
a21
)
,
(
a12
a22
)}
, aij ∈ Z ; i, j = 1, 2
und der Determinante d(Λ2IP) ∈ IP gilt nach Bemerkung 2.25:
κ = 1 ∨ κ = d(Λ2IP).
Damit haben Seitenverha¨ltnisse absolut maximaler M2-Quader in einem
solchen Gitter fu¨r κ = 1 die Form
1
d(Λ2IP)
· 2e · pe11 · ... · pess : 1, e = 0 ∨ 1, pi ≡ 1 mod 4
und fu¨r κ = d(Λ2IP) die Form
d(Λ2IP) · 2e · pe11 · ... · pess : 1, e = 0 ∨ 1, pi ≡ 1 mod 4,
sind in diesem letzten Fall also immer von der Form n : 1 mit n ∈ IN∗.
Der Fall κ = 1 wird dabei fu¨r
(xt,1a11 + xt,2a12) ∨ (xt,1a21 + xt,2a22) 6≡ 0 mod d(Λ2IP)
angenommen, der Fall κ = d(Λ2IP) fu¨r
(xt,1a11 + xt,2a12) ∧ (xt,1a21 + xt,2a22) ≡ 0 mod d(Λ2IP).
Im Gitter Λ2 mit der Basis BΛ2 =
{(−1
1
)
,
(
2
1
)}
und der Determinante
d(Λ2) = 3 ∈ IP gilt z.B.:
xt,1 xt,2 xt,1a11 + xt,2a12 xt,1a21 + xt,2a22 κ |t0| : |s0|
1 0 −1 1 1 23 : 1
0 1 2 1 1 5
3
: 1
1 1 1 2 1 5
3
: 1
1 −1 −3 0 3 3 : 1
2 1 0 3 3 3 : 1
2 −1 −4 1 1 17
3
: 1
1 2 3 3 3 6 : 1
1 −2 −5 −1 1 26
3
: 1
3 1 −1 4 1 17
3
: 1
3 −1 −5 2 1 29
3
: 1
1 3 5 4 1 41
3
: 1
1 −3 −7 −2 1 53
3
: 1
...
...
...
...
...
...
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2.3 Maximale M2-Quader
Wie in Kapitel 2.2.2 ausgefu¨hrt, lassen sich nicht fu¨r alle Seitenverha¨ltnisse
absolut maximale M2-Quader konstruieren.
In diesem Kapitel wird gezeigt, wie groß der maximale Fla¨cheninhalt eines
M2-Quaders Q2ν:1 mit dem Seitenverha¨ltnis ν : 1, ν ∈ IR>0, der ggf. kein
absolut maximaler M2-Quader ist, bezu¨glich eines Gitters Λ2 werden kann.
Hilfssatz 2.27
Ein M2-Quader Q2ν:1 in einem Gitter Λ2, der das feste Seitenverha¨ltnis
ν : 1, ν ∈ IR>0
besitzt, kann nur dann ein maximaler M2-Quader bezu¨glich ν sein, wenn
er mit einer Quaderachse auf Gitterpunkte aus Λ2 ausgerichtet ist.
Beweis: Q2ν:1 wird mindestens durch ein, nach Satz 2.14 maximal durch 4
Gitterpunktpaare begrenzt. Es sind also folgende Fa¨lle zu unterscheiden:
1. Fall: Q2ν:1 wird durch genau ein Gitterpunktpaar ±P1 ∈ Λ2 auf den
Quaderseiten p1 und p−1 begrenzt (s. Fig. 2.28).
1.1. Fall: ±P1 sind Seitenmittelpunkte von p1 und p−1.
Q2ν:1 ist in diesem Fall mit der zu p1 und p−1 senkrechten Achse p⊥ auf die
Gitterpunkte ±P1 ausgerichtet.
1.2. Fall: ±P1 sind keine Seitenmittelpunkte von p1 und p−1.
Figur 2.28
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Beh.: Q2ν:1 kann in diesem Fall nicht seinen maximalen Fla¨cheninhalt an-
nehmen.
Bew.: Dreht man Q2ν:1 mit der Achse p⊥ in Richtung ±P1 (s. Fig. 2.28), so
liegen - bei hinreichend kleiner Drehung - keine Gitterpunkte mehr auf dem
Rand des Quaders.
Dann kann man Q2ν:1 aber bei konstantem Seitenverha¨ltnis weiter ausdehnen,
d.h. Q2ν:1 kann in diesem Fall nicht der maximale M2-Quader mit dem
Seitenverha¨ltnis ν : 1 im Gitter Λ2 sein. 2
2. Fall: Q2ν:1 wird durch genau 2 Gitterpunktpaare ±P1 und ±P2 begrenzt.
2.1. Fall: ±P1 und ±P2 liegen auf den sich gegenu¨berliegenden Seiten
p1 und p−1 von Q2ν:1 (s. Fig. 2.29).
Figur 2.29
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Nach Bemerkung 2.1 liegen sa¨mtliche weiteren Gitterpunkte von Λ2 auf zu
p1 und p−1 parallelen Gitterpunktgeraden.
Auf der Gitterpunktgerade g0, auf der die zu p1 und p−1 parallele Quader-
achse p0 liegt, befinden sich also - außerhalb von Q
2
ν:1 - weitere Gitterpunkte
±P , auf die p0 ausgerichtet ist (s. Fig. 2.29).
2.2. Fall: ±P1 liegen auf p1 und p−1 und ±P2 auf den dazu senkrechten
Seiten von Q2ν:1 (s. Fig. 2.31).
2.2.1. Fall: ±P1 oder ±P2 sind Seitenmittelpunkte von Q2ν:1.
Q2ν:1 ist entweder mit der Achse p⊥ auf die Gitterpunkte ±P1 oder mit der
Achse p0 auf ±P2 ausgerichtet.
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Bemerkung 2.30
Der Fall 2.2.1 kann nicht eintreten, da Q2ν:1 demnach ein absolut ma-
ximaler M2-Quader sein mu¨ßte, der nach Satz 2.12 noch von weiteren
Gitterpunkten außer ±P1 und ±P2 begrenzt wird.
2.2.2. Fall: ±P1 und ±P2 sind keine Seitenmittelpunkte von Q2ν:1.
Figur 2.31
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Beh.: Q2ν:1 kann auch in diesem Fall nicht seinen maximalen Fla¨cheninhalt
annehmen, da man den Quader wie im Fall 1.2 weiter vergro¨ßern kann,
indem man ihn mit der Achse p⊥ in Richtung ±P1 dreht (s. Fig. 2.31).
Bew.: Da in diesem Fall auf jeder Seite von Q2ν:1 ein begrenzender Git-
terpunkt liegt, muß noch gezeigt werden, daß eine solche Drehung auch
tatsa¨chlich durchfu¨hrbar ist:
Teilt man Q2ν:1 durch die Achsen p0 und p⊥ in 4 Quader Q1, ... , Q4, so kann in
dem Fall, daß ±P1 und ±P2 nicht die Mittelpunkte von p1 und p−1 bzw. den
dazu senkrechten Quaderseiten sind, nicht mehr als ein nichttrivialer Gitter-
punkt auf dem Rand eines solchen Quaders Q1, ... , Q4 liegen, da ansonsten
jeweils ein weiterer Gitterpunkt im Innern von Q2ν:1 liegen wu¨rde (vgl. Bew.
zu Satz 2.8, 3. Fall).
Dreht man Q2ν:1 nun mit p⊥ in Richtung ±P1, so wird der Quader von mo¨gli-
chen Randpunkten ±P1 bzw. ±P2 weggedreht, Q2ν:1 la¨ßt sich also bei kon-
stantem Seitenverha¨ltnis wie in Fall 1.2 weiter vergro¨ßern und kann somit
nicht maximal bezu¨glich ν sein. 2
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3. Fall: Q2ν:1 wird durch ≥ 3 Gitterpunktpaare ±Pi begrenzt (s. Fig. 2.32).
Figur 2.32
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In diesem Fall handelt es sich bei Q2ν:1 nach Satz 2.14 um einen absolut
maximalen M2-Quader. Nach Satz 2.8 sind also mindestens zwei der Sei-
tenmittelpunkte von Q2ν:1 - auf die die Quaderachsen p⊥ und p0 ausgerichtet
sind - Gitterpunkte von Λ2 (s. Fig. 2.32).
Damit ist gezeigt, daß stets ein gro¨ßerer Quader Q′2ν:1 mit dem Seitenver-
ha¨ltnis ν : 1 existiert, wenn keine der Quaderachsen von Q2ν:1 auf ein Gitter-
punktpaar aus Λ2 ausgerichtet ist. 222
EinM2-Quader Q2ν:1 mit dem Seitenverha¨ltnis ν : 1, ν ∈ IR>0 kann in einem
Gitter Λ2 mit der Basis BΛ2 = {a1, a2} seinen maximalen Fla¨cheninhalt also
nur dann annehmen, wenn er mit (mindestens) einer seiner Achsen auf ein
Gitterpunktpaar
±T (±xt,1,±xt,2)BΛ2 ∈ Λ2 mit ggT(xt,1, xt,2) = 1
ausgerichtet ist, unabha¨ngig davon, ob es sich dabei um einen absolut maxi-
malen M2-Quader handelt oder nicht.
Bezeichnet man nun die Achse eines nicht absolut maximalen M2-Quaders
Q˜2ν:1, die auf ±T ausgerichtet ist, mit t˜0 und die dazu senkrechte Achse mit
s˜0 und legt o.B.d.A. das Seitenverha¨ltnis von Q˜
2
ν:1 mit |t˜0| : |s˜0| = ν : 1 fest,
so gilt:
V (Q˜2ν:1) = |t˜0| · |s˜0| =
|t˜0|2
ν
= ν · |s˜0|2 < 4 · d(Λ2).(2.33)
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Bemerkung 2.34
1. Fu¨r nicht absolut maximaleM2-Quader kommen nach dem Beweis von
Hilfssatz 2.27 nur 2 Lagen in Frage, in denen ihr maximaler Fla¨chen-
inhalt angenommen werden kann.
Dabei liegen die Gitterpunkte ±T in einem Fall auf dem Rand des Qua-
ders (Fall 1.1), im anderen Fall außerhalb (Fall 2.1).
2. Ist ein nicht absolut maximaler M2-Quader Q˜2ν:1 mit beiden Quader-
achsen auf Gitterpunkte aus Λ2 ausgerichtet, so gilt :
• Liegt genau ein Gitterpunktpaar auf dem Rand von Q˜2ν:1, so liegt
Fall 1.1 vor, d.h. t˜0 ist diejenige Achse, die auf diese Gitterpunkte
ausgerichtet ist.
• Liegen 2 Gitterpunktpaare auf dem Rand von Q˜2ν:1, so liegt Fall
2.1 vor. In diesem Fall ist t˜0 also die zu den Quaderseiten, auf
denen die Gitterpunkte liegen, parallele Achse von Q˜2ν:1.
Bei der Frage, auf welches Gitterpunktpaar ±T man t˜0 ausrichten muß,
damit der Fla¨cheninhalt von Q˜2ν:1 mo¨glichst groß wird, lassen sich also die
beiden folgenden Fa¨lle unterscheiden:
1. Fall: ±T ∈ Q˜2ν:1 (vgl. Beweis von 2.27, Fall 1.1 mit ±P1 = ±T ).
In diesem Fall existiert immer ein absolut maximalerM2-QuaderQ2T =: Q2νk:1
mit dem Seitenverha¨ltnis
|t0| : |s0| = νk : 1, νk ∈ IR>0
und dem Fla¨cheninhalt
V (Q2νk:1) = |t0| · |s0| =
|t0|2
νk
= 4 · d(Λ2),(2.35)
der auch auf ±T ausgerichtet ist. Wegen |t˜0| = |t0| la¨ßt sich der Fla¨cheninhalt
Vk(Q˜
2
ν:1) von Q˜
2
ν:1 dabei in Abha¨ngigkeit des Seitenverha¨ltnisses von Q
2
νk:1
angeben:
Vk(Q˜
2
ν:1) = |t0| · |s˜0| 2.33=
|t0|2
ν
2.35
= 4
νk
ν
· d(Λ2).(2.36)
Nach Konstruktion ist Q˜2ν:1 ”schmaler” als Q
2
νk:1
, also ist νk < ν. Das Maxi-
mum von Vk(Q˜
2
ν:1) wird daher angenommen, wenn Q˜
2
ν:1 auf die Seitenmittel-
punkte ±T des absolut maximalen M2-Quaders mit dem na¨chst kleineren
Seitenverha¨ltnis ausgerichtet ist.
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2. Fall: ±T /∈ Q˜2ν:1 (vgl. Beweis von 2.27, Fall 2.1 mit ±P = ±T ).
In diesem Fall liegen weitere Randpunkte ±Si ∈ Λ2 des absolut maximalen
M2-Quaders Q2T =: Q2νg :1 mit dem Seitenverha¨ltnis
|t0| : |s0| = νg : 1, νg ∈ IR>0,
der auch auf ±T ausgerichtet ist, auf Q˜2ν:1. Analog zum 1. Fall la¨ßt sich wegen
|s˜0| = |s0| der Fla¨cheninhalt Vg(Q˜2ν:1) von Q˜2ν:1 in Abha¨ngigkeit des Seiten-
verha¨ltnisses von Q2νg :1 angeben:
Vg(Q˜
2
ν:1) = |t˜0| · |s0| = ν · |s0|2 = 4
ν
νg
· d(Λ2).(2.37)
Q˜2ν:1 ist in diesem Fall ”ku¨rzer” als Q
2
νg :1, also ist ν < νg. Das Maximum von
Vg(Q˜
2
ν:1) wird daher angenommen, wenn Q˜
2
ν:1 auf die Seitenmittelpunkte ±T
des absolut maximalenM2-Quaders mit dem na¨chst gro¨ßeren Seitenverha¨lt-
nis ausgerichtet ist.
Um den maximal mo¨glichen Fla¨cheninhalt fu¨r nicht absolut maximale M2-
Quader Q˜2ν:1 zu berechnen, braucht man also nur anhand der Gleichungen
(2.36) und (2.37) die maximalen Fla¨cheninhalte von Q˜2ν:1 in Abha¨ngigkeit
der absolut maximalenM2-Quader Q2νk:1 und Q2νg :1 mit dem na¨chst kleineren
bzw. dem na¨chst gro¨ßeren Seitenverha¨ltnis zu berechnen. Der gro¨ßere dieser
beiden Fla¨cheninhalte ist dann der maximale Fla¨cheninhalt von Q˜2ν:1.
Insgesamt folgt also fu¨r beliebige M2-Quader:
Satz 2.38
Sei Q2ν:1 ein M2-Quader in einem Gitter Λ2 mit dem Seitenverha¨ltnis
ν : 1, ν ∈ IR>0.
Des weiteren seien Q2νk:1 und Q
2
νg :1 diejenigen absolut maximalen M2-
Quader mit dem na¨chst kleineren bzw. na¨chst gro¨ßeren Seitenverha¨ltnis
νk : 1, ν ≥ νk ∈ IR>0 bzw. νg : 1, ν ≤ νg ∈ IR>0 in Λ2.
Dann gilt fu¨r den maximalen Fla¨cheninhalt Vmax(Q
2
ν:1) von Q
2
ν:1:
Vmax(Q
2
ν:1) = max (Vk(Q
2
ν:1) , Vg(Q
2
ν:1) )
= max
(
4
νk
ν
· d(Λ2) , 4 ν
νg
· d(Λ2)
)
fu¨r die entsprechenden Werte von νk und νg.
Beweis:
√
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Bemerkung 2.39
1. Wegen
Vk(Q
2
ν:1) = 4
νk
ν
· d(Λ2) = νkνg · 4
νgν
· d(Λ2)
und
Vg(Q
2
ν:1) = 4
ν
νg
· d(Λ2) = ν2 · 4
νgν
· d(Λ2)
muß nur gepru¨ft werden, ob
νkνg ≥ ν2 oder νkνg ≤ ν2
gilt, um zu entscheiden, welches die maximale Lage von Q2ν:1 ist.
2. Betrachtet man die Funktion Vmax(Q
2
ν:1) fu¨r beliebige ν ∈ IR>0, so gilt :
i) Innerhalb eines Intervalls [νk, νg] werden fu¨r kleine ν die maxima-
len Fla¨cheninhalte von Vk(Q
2
ν:1) gebildet, fu¨r große ν von Vg(Q
2
ν:1).
ii) Da Vk(Q
2
ν:1) streng monoton fallend und Vg(Q
2
ν:1) streng monoton
wachsend ist, existiert genau ein Minimum pro Intervall [νk, νg],
und zwar nach 1. fu¨r das Seitenverha¨ltnis
νmin : 1 =
√
νkνg : 1.
Der Fla¨cheninhalt ist in diesem Fall
Vk(Q
2
νmin:1
) = Vg(Q
2
νmin:1
) = 4
√
νk
νg
· d(Λ2).
iii) Die Maxima
max (Vmax(Q
2
ν:1) ) = 4 · d(Λ2)
von Vmax(Q
2
ν:1) werden gerade an den Intervallra¨ndern von [νk, νg]
angenommen, da hier Seitenverha¨ltnisse absolut maximaler M2-
Quader vorliegen.
Die Minima der einzelnen Teilintervalle [νk, νg] ha¨ngen fu¨r ein Gitter Λ
2 also
nur von den Seitenverha¨ltnissen νk : 1 und νg : 1 der absolut maximalen
M2-Quader, die die Intervallra¨nder bestimmen, ab.
Das Problem ist, daß die Seitenverha¨ltnisse absolut maximaler M2-Quader
im allgemeinen keine regelma¨ßigen Absta¨nde zueinander haben. Wa¨re dies
der Fall, so ko¨nnte man den Fla¨cheninhalt eines maximalen M2-Quaders
Q2ν:1 in einem Gitter Λ
2 direkt nach unten abscha¨tzen.
Fu¨r das Gitter Z 2, das ich in meiner Examensarbeit untersucht habe, la¨ßt
sich eine solche Abscha¨tzung allerdings fu¨r M2-Quader Q2ν:1 mit einem Sei-
tenverha¨ltnis ν : 1, 1 ≤ ν ∈ IR durchfu¨hren:
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2.3.1 Maximale M2-Quader im Z2
Bemerkung 2.40
Das Seitenverha¨ltnis |t0| : |s0| eines absolut maximalen M2-Quaders Q2T
im Gitter Z 2 ist nach Beispiel 2.21 von der Form
x2t,1 + x
2
t,2 : 1
mit xt,1, xt,2 ∈ Z beliebig fu¨r ggT(xt,1, xt,2) = 1.
Diese Seitenverha¨ltnisse sind also von der Form n : 1 mit n ∈ IN∗, wobei sich
n als Summe von zwei teilerfremden Quadraten darstellen la¨ßt und somit
nach Satz 2.22 die Primfaktorzerlegung
n = 2e · pe11 · ... · pess
mit e = 0 ∨ 1 und pi ≡ 1(4), i = 1, ... , s besitzt.
Beispiel 2.41
In der folgenden Tabelle sind alle Seitenverha¨ltnisse n : 1 bis n=58 ange-
geben, fu¨r die absolut maximale M2-Quader Q2T im Z 2 existieren:3
Seitenverha¨ltnis T (xt,1, xt,2) Primfaktorzerlegung von n
1 : 1 (1, 0) 1 = 1
2 : 1 (1, 1) 2 = 2
5 : 1 (2, 1) 5 = 5
10 : 1 (3, 1) 10 = 2 · 5
13 : 1 (3, 2) 13 = 13
17 : 1 (4, 1) 17 = 17
25 : 1 (4, 3) 25 = 52
26 : 1 (5, 1) 26 = 2 · 13
29 : 1 (5, 2) 29 = 29
34 : 1 (5, 3) 34 = 2 · 17
37 : 1 (6, 1) 37 = 37
41 : 1 (5, 4) 41 = 41
50 : 1 (7, 1) 50 = 2 · 52
53 : 1 (7, 2) 53 = 53
58 : 1 (7, 3) 58 = 2 · 29
...
...
...
3Dabei werden nur die Seitenmittelpunkte eines absolut maximalen Quaders Q2T pro
eigentlicher Darstellung eines Seitenverha¨ltnisses aufgefu¨hrt (vgl. Bsp. 2.21), d.h. es ist
z.B. (3, 1) ∼ (1, 3) ∼ (−1, 3) ∼ (−3, 1).
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Der maximale Fla¨cheninhalt, den ein M2-Quader Q2ν:1 mit dem Seiten-
verha¨ltnis ν : 1, ν ∈ IR>0 im Z 2 annehmen kann, ist nach Satz 2.38
Vmax(Q
2
ν:1) = max
(
4
νk
ν
, 4
ν
νg
)
.
Mit νk = nk ∈ IN∗ und νg = ng ∈ IN∗ aus Beispiel 2.41 ergibt sich im Inter-
vall [1, 58] folgende Funktion:
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Dabei lassen sich die Minima der jeweiligen Teilintervalle [nk, ng] von
Vmax(Q
2
ν:1) nach unten abscha¨tzen:
Satz 2.42
Fu¨r den maximalen Fla¨cheninhalt eines M2-Quaders Q2ν:1 im Gitter Z 2
mit dem Seitenverha¨ltnis ν : 1, 1 ≤ ν ∈ IR gilt :
Vmax(Q
2
ν:1) ≥ 4
√
2
5
.
Beweis: Die Minima der Teilintervalle [nk, ng] von Vmax(Q
2
ν:1) ha¨ngen nach
Bemerkung 2.39 nur von den Intervallgrenzen nk und ng ab:
min (Vmax(Q
2
ν:1) ) = 4
√
nk
ng
· d(Λ2) = 4
√
nk
ng
.
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Um die Behauptung zu beweisen, muß also fu¨r alle Intervalle [nk, ng] gezeigt
werden:
ng ≤ 5
2
nk.
1. Fall: nk ungerade
Nach Satz 2.22 gilt fu¨r eine ungerade Zahl nk = 2
0 · pe11 · ... · pess , die eine
eigentliche Darstellung besitzt, daß sich auch 2nk = 2
1 · pe11 · ... · pess auf diese
Art darstellen la¨ßt.
Da im Gitter Z 2 sa¨mtliche eigentliche Darstellungen angenommen werden,
la¨ßt sich ng in diesem Fall durch
ng ≤ 2nk
abscha¨tzen.
2. Fall: nk gerade
Fu¨r eine gerade Zahl nk = 2
1 · pe11 · ... · pess mit einer eigentlichen Dar-
stellung besitzt nach Satz 2.22 auch die Zahl 5
2
nk = 2
0 · 5 · pe11 · ... · pess eine
solche Darstellung.
Ist also nk gerade, so existiert eine Zahl ng, fu¨r die gilt:
ng ≤ 5
2
nk.
Somit gilt fu¨r die Minima der Fla¨cheninhalte maximal ausgedehnter M2-
Quader Q2ν:1 im Z
2:
1. Fall: min1(Vmax(Q
2
ν:1)) ≥ 4
√
1
2
≈ 2, 828 fu¨r nk ungerade.
2. Fall: min2(Vmax(Q
2
ν:1)) ≥ 4
√
2
5
≈ 2, 530 fu¨r nk gerade.
Das Gesamtminimum von Vmax(Q
2
ν:1) ist also
min(Vmax(Q
2
ν:1)) = min2(Vmax(Q
2
ν:1)) = 4
√
2
5
. 222
Bemerkung 2.43
Das Gesamtminimum min(Vmax(Q
2
ν:1)) = 4
√
2
5
wird auch tatsa¨chlich an-
genommen, z.B. im Intervall [2, 5].
Dabei handelt es sich um den Quader Q2√
10:1
mit dem Seitenverha¨ltnis
νmin : 1 =
√
nkng : 1 =
√
10 : 1.
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Fu¨r große Seitenverha¨ltnisse ν : 1 streben die Minima der maximalen Fla¨chen-
inhalte in den einzelnen Teilintervallen [nk, ng] gegen den Grenzwert 4,
obwohl sie nicht monoton gro¨ßer werden.
Diese Schwankungen werden wie bereits erwa¨hnt durch die unterschiedli-
chen Absta¨nde zweier benachbarter Seitenverha¨ltnisse nk : 1 und ng : 1
hervorgerufen. Je gro¨ßer die Differenz ∆ := ng − nk ist, desto kleiner wird
das Verha¨ltnis nk
ng
, und deshalb schwankt der Fla¨cheninhalt der Minima von
Vmax(Q
2
ν:1).
Man findet aber fu¨r jede Zahl ν ≥ 2 eine natu¨rliche Zahl a 6= 0 mit
a2 + 1 ≤ ν und (a+ 1)2 + 1 ≥ ν.
Wegen ggT(a, 1) = 1 und ggT(a + 1, 1) = 1 besitzen sowohl a2 + 1 als auch
(a+ 1)2 + 1 eine eigentliche Darstellung und es gilt:
nk ≥ a2 + 1 und ng ≤ (a+ 1)2 + 1.
Fu¨r die Minima von Vmax(Q
2
ν:1) gilt daher mit a 6= 0 :
min(Vmax(Q
2
ν:1)) = 4
√
nk
ng
≥ 4
√√√√ a2 + 1
(a+ 1)2 + 1
= 4
√√√√ 1 + 1a2
1 + 2
a
+ 2
a2
.
Der Grenzu¨bergang lim
ν→∞min(Vmax(Q
2
ν:1)) la¨ßt sich wegen
ν ≤ ng ≤ (a+ 1)2 + 1
auf lim
a→∞min(Vmax(Q
2
ν:1)) u¨bertragen:
4 ≥ lim
ν→∞min(Vmax(Q
2
ν:1)) ≥ lima→∞ 4
√√√√ 1 + 1a2
1 + 2
a
+ 2
a2
= 4.
Da nun die Minima der einzelnen Teilintervalle den Grenzwert 4 besitzen,
folgt allgemein:
Satz 2.44
Fu¨r die maximalen Fla¨cheninhalte von M2-Quadern Q2ν:1 im Gitter Z 2
mit dem Seitenverha¨ltnis ν : 1, ν ∈ IR>0 gilt :
lim
ν→∞Vmax(Q
2
ν:1) = 4.
Beweis:
√
Kapitel 3
Absolut maximale M3-Quader
In diesem Kapitel werden 3-dimensionale Minkowski-Quader in einem allge-
meinen Gitter Λ3 untersucht.
Von besonderem Interesse sind dabei wieder die Konstruktion und Eigen-
schaften absolut maximaler M3-Quader.
3.1 Konstruktion
Ausgehend von der Konstruktion absolut maximaler M2-Quader in Kapi-
tel 2.1 wird ein absolut maximaler M3-Quader in einem 3-dimensionalen
Gitter Λ3 mit der Basis BΛ3 = {a1, a2, a3} folgendermaßen erzeugt:
1. Man beginnt mit einer nullpunktsymmetrischen Strecke T,−T =: t0
fu¨r zwei Gitterpunkte
±T (±xt,1,±xt,2,±xt,3)BΛ3 ∈ Λ3 mit ggT(xt,1, xt,2, xt,3) = 1.
2. Ausgehend von t0 konstruiert man mit 4 oder 6 weiteren Gitterpunkten
±Si einen absolut maximalen M2-Quader Q2T in einem vollsta¨ndigen
2-dimensionalen Untergitter Λ2 von Λ3 (vgl. Kap. 2.1).
3. Die Gitterpunktebene, in der Λ2 liegt, wird mit E0 bezeichnet. Alle
weiteren Gitterpunkte von Λ3 liegen dann auf zu E0 parallelen, a¨qui-
distanten Gitterpunktebenen Ek mit Λ
2
k ⊂ Ek, k ∈ Z ∗.
Die senkrechte Projektion von Q2T auf die beiden zu E0 benachbarten
Gitterpunktebenen E±1 ergibt die beiden Quaderseiten R±1 mit den
Gitterpunkten ±Rj ∈ Λ2±1, j ∈ IN∗.
4. Die restlichen 4 Seiten S±1 und T±1 mit ±Si ∈ S±1 und ± T ∈ T±1
ergeben sich schließlich durch Verbinden entsprechender Eckpunkte von
R1 und R−1.
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Figur 3.1 Ein absolut maximaler M3-Quader Q3 in einem Gitter Λ3
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Im folgenden werden nachstehende Bezeichnungen im Zusammenhang mit
absolut maximalen M3-Quadern verwendet:
Seiten von Q3: R±1, S±1, T±1
Achsen von Q3: R0 ( ∧=Q2T ), S0 und T0 als zu R±1, S±1 und T±1 parallele
Quaderachsen
Ausgewa¨hlte Punkte von Q3:
• Gitterpunkte: ±Rj ∈R±1, ±Si ∈S±1, ±T ∈T±1 und O (Ursprung von
Λ3)
• Seitenmittelpunkte: MR±1 , MS±1 und MT±1 ( ∧=±T ) als Seitenmittel-
punkte von R±1, S±1 und T±1
Ausgewa¨hlte Strecken von Q3:
• r0 := MR1 ,MR−1 , s0 := MS1 ,MS−1 und t0 := MT1 ,MT−1 als Achsen
von R0, S0 und T01
• rS±1 , rT±1 als zu r0 parallele ”Achsen”2 von S±1 bzw. T±1
und entsprechend
sR±1 , sT±1(
∧
= s±1 in Q2T ) als zu s0 parallele ”Achsen” von R±1 bzw. T±1
bzw.
tR±1 , tS±1(
∧
= t±1 in Q2T ) als zu t0 parallele ”Achsen” von R±1 bzw. S±1
1Dabei sind s0 und t0 Achsen von R0 usw.
2Nach Definition sind rS±1 und rT±1 keine Achsen. In diesem Fall sind diejenigen zu r0
parallelen Strecken gemeint, fu¨r die gilt: MS±1 ∈ rS±1 und MT±1 ∈ rT±1 .
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Mindestens eine der Achsen eines derart konstruierten M3-Quaders ist also
ein absolut maximaler M2-Quader in einem vollsta¨ndigen 2-dimensionalen
Untergitter von Λ3.
Dies ist die charakterisierende Eigenschaft absolut maximaler M3-Quader:
Satz 3.2
Ein maximal ausgedehnter M3-Quader Q3 in einem Gitter Λ3 besitzt ge-
nau dann das - nach dem Satz von Minkowski maximale - Volumen
Vmax(Q
3) = 23 · d(Λ3) = 8 · d(Λ3),
wenn eine der Achsen des Quaders ein absolut maximaler M2-Quader in
einem vollsta¨ndigen 2-dimensionalen Untergitter von Λ3 ist.
Beweis:
”⇐”: Sei Q3 ein in Λ3 maximal ausgedehnter M3-Quader und Λ2 ⊂ E0 das
vollsta¨ndige Untergitter von Λ3, in dem der absolut maximale M2-
Quader Q2T als Achse von Q
3 liegt.
Da Λ2 vollsta¨ndig ist, baut sich Λ3 nach Bemerkung 1.9 komplett aus
Λ2 und den Nebengittern Λ2k, k ∈ Z ∗ von Λ2 auf.
Die beiden Vektoren t :=
−→
OT und s :=
−→
OS mit einem beliebigen Gitter-
punkt S ∈ t±1 auf dem Rand von Q2T bilden daher mit einem dritten
Vektor r :=
−→
OR mit R ∈ Λ2±1 eine Basis von Λ3 und spannen eine
Fundamentalzelle
F{r,s,t}(Λ3) = {P | P = ϑ1r + ϑ2s+ ϑ3t ; 0 ≤ ϑj < 1 , j = 1, ... , 3}
von Λ3 mit dem Volumen
|(F{r,s,t}(Λ3)| = d(Λ3) = d(Λ2) · |d(E±1, E0)|(3.3)
auf. Des weiteren gilt fu¨r das Volumen des im Untergitter Λ2 absolut
maximalen M2-Quaders Q2T :
V (Q2T ) = 4 · d(Λ2).(3.4)
Damit ergibt sich fu¨r das Volumen von Q3:
V (Q3) = 2 · |d(E±1, Q2T )| · V (Q2T )
3.4
= 2 · |d(E±1, E0)| · 4 d(Λ2)
3.3
= 8 · d(Λ3). 2
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Um zu zeigen, daß ein absolut maximaler M3-Quader in einem Gitter Λ3
mindestens eine Achse besitzt, die ein absolut maximaler M2-Quader in ei-
nem vollsta¨ndigen Untergitter von Λ3 ist, werden zuerst die beiden folgenden
Hilfssa¨tze bewiesen:
Hilfssatz 3.5
Fu¨r einenM3-Quader Q3 in einem Gitter Λ3, der das maximale Volumen
Vmax(Q
3) = 8 · d(Λ3) annimmt, gibt es nur drei Lagemo¨glichkeiten fu¨r
Gitterpunkte im Innern seiner Seiten:
1. Der Seitenmittelpunkt ist ein Gitterpunkt.
2. Es liegen ≥ 3 Gitterpunkte im Innern einer Quaderseite, die nicht
alle auf einer Gerade liegen.
3. Es liegen 2 Gitterpunkte auf einer Gerade durch den Seitenmittel-
punkt (der dann kein Gitterpunkt ist).3
Beweis: Liegen die Gitterpunkte nicht wie oben beschrieben, so la¨ßt sich
Q3 durch Kippen von zwei sich gegenu¨berliegenden Seiten in ein nullpunkt-
symmetrisches Parallelotop P 3 gro¨ßeren Volumens u¨berfu¨hren, das auch den
Voraussetzungen des Satzes von Minkowski genu¨gt, d.h. es gilt:
8 · d(Λ3) ≥ V (P 3) > V (Q3)
(vgl. Beweis zu Satz 2.8, 2. Fall). 222
Hilfssatz 3.6
Sei Λn ein Gitter im IRn mit der Basis BΛn = {a1, ... , an}. Des weiteren
sei Λn−k das vollsta¨ndige (n-k)-dimensionales Untergitter von Λn mit der
Basis BΛn−k = {a1, ... , an−k} im Unterraum Un−k0 und Q ein abgeschlos-
sener (n-k)-dimensionaler Quader in Un−k0 , in dem (n − k + 1) linear
unabha¨ngige Gitterpunkte aus Λn−k liegen.
Dann gilt: Liegen mindestens n− k dieser Gitterpunkte im Innern ◦Q, so
liegt in jedem Translat
Q′ := Qλ1,...,λn−k, µ1,..., µk = {q + (λ1a1 + ...+ λn−kan−k+
µ1an−k+1 + ...+ µkan) | q ∈ Q} ∈ Un−ki
mit λl ∈ IR; µm ∈ Z ; l = 1, ... , n− k; m = 1, ... , k und i ∈ Z
von Q mindestens ein innerer Gitterpunkt.
3Mehr als 2 Gitterpunkte ko¨nnen auf einer solchen Gerade nicht liegen, da ansonsten
nichttriviale Gitterpunkte im Innern von Q3 liegen wu¨rden.
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Beweis: Seien P1, ... , Pn−k+1 (n − k + 1) linear unabha¨ngige Gitterpunkte
auf Q. Dann ist
B′Λn−k = {a′1, ... , a′n−k} mit a′1 :=
−→
P1P2, ... , a
′
n−k :=
−→
P1P n−k+1
eine Basis von Λn−k und sa¨mtlichen Nebengittern
Λn−ki = Λ
n−k + (µ1an−k+1 + ...+ µkan); µm ∈ Z ; m = 1, ... , k
von Λn−k, in denen obige Translate Q′ liegen ko¨nnen.
Da mindestens n − k der Gitterpunkte P1, ... , Pn−k+1 im Innern
◦
Q liegen,
bilden - wie man sich leicht u¨berlegt - die offenen Translate
◦
Q′ +(ν1a′1 + ...+ νn−ka
′
n−k) = {q′ + (ν1a′1 + ...+ νn−ka′n−k) | q′ ∈
◦
Q′};
νj ∈ Z ; j = 1, ... , n− k
eine U¨berdeckung4 des kompletten (n-k)-dimensionalen Unterraums Un−ki ,
in dem Q′ liegt. Dabei wird bei der Translation
q′ 7−→ q′ + (ν1a′1 + ...+ νn−ka′n−k)
das Nebengitter Λn−ki ⊂ Un−ki auf sich selbst abgebildet, d.h. die obigen
Translate von Q′ enthalten alle ebenso viele Gitterpunkte wie Q′.
Dann muß aber im Innern von Q′ mindestens ein Gitterpunkt liegen, da
ansonsten alle obigen Translate
◦
Q′ +(ν1a′1 + ...+ νn−ka
′
n−k) ∈ Un−ki
und somit das komplette Nebengitter Λn−ki keine Gitterpunkte enthalten
wu¨rde. 222
Damit la¨ßt sich nun die andere Richtung von Satz 3.2 beweisen:
”⇒”: Seien U±1, V±1 und W±1 jeweils sich gegenu¨berliegende Quader-
seiten des absolut maximalen M3-Quaders Q3. Nach Hilfssatz 3.5
sind die 3 folgenden Fa¨lle und die zugeho¨rigen Unterfa¨lle zu betrachten:
1. Fall: Auf
◦U±1 liegen die Seitenmittelpunkte ±U1 ∈ Λ3.
Alle weiteren Gitterpunkte von Λ3 liegen auf zu U1,−U1 parallelen Git-
terpunktgeraden, wobei zwei benachbarte Gitterpunkte P1 und P2 auf
einer solchen Gerade den Abstand |d(P1, P2)| = |d(±U1, O)| zueinander
haben.
4Vgl. [2], S. 175, Def. 1.
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1.1. Fall: Auf
◦V±1 liegen die Seitenmittelpunkte ±V1 ∈ Λ3.
Dann ist die Quaderachse W0 nach Satz 2.8 der absolut maximale
M2-Quader Q2U1 bzw. Q2V1 in dem vollsta¨ndigen 2-dimensionalen Unter-
gitter Λ2u,v von Λ
3 mit der Basis BΛ2u,v = {u1, v1}.
1.2. Fall: Auf
◦V±1 liegen jeweils ≥ 3 Gitterpunkte ±Vj, j ∈ IN∗, die
nicht alle auf einer Gerade liegen.
Da die Gitterpunkte ±Vj auf
◦V1 bzw.
◦V−1 nicht alle auf einer Gerade
liegen ko¨nnen, spannen jeweils zwei ihrer Differenzvektoren ein Neben-
gitter Λ21 bzw. Λ
2
−1 eines vollsta¨ndigen 2-dimensionalen Untergitters
Λ2 von Λ3 auf.
Sei E0 die Λ
2 enthaltende Ebene und Ei, i ∈ Z ∗ die Ebenen, in denen
die Nebengitter Λ2i von Λ
2 liegen.
Nach Hilfssatz 3.6 entha¨lt jeder Schnitt von
◦
Q3 mit einer der Ebenen
Ei mindestens einen Gitterpunkt. Q
3 kann somit nur die Ebenen E±1
und E0 treffen, und zwar mit den Quaderseiten V±1 und der zu V±1
parallelen Quaderachse V0.
Da auch im Innern der Quaderseiten W±1 Gitterpunkte ±Wk, k ∈ IN∗
liegen - und zwar nach Obigem entweder als Seitenmittelpunkte oder
jeweils auf einer zu U1,−U1 parallelen Gerade durch die Seitenmittel-
punkte - ist die Quaderachse V0 nach Satz 2.8 der absolut maximale
M2-Quader Q2U1 im vollsta¨ndigen 2-dimensionalen Untergitter Λ2u,w
von Λ3 mit der Basis BΛ2u,w = {u1, w1}.
1.3. Fall: Auf
◦V±1 liegen zwei Gitterpunktpaare ±V1 und ±V2 auf einer
Gerade durch die Seitenmittelpunkte von V±1.
Von den Gitterpunkten V1±
−→
OU1 liegen entweder beide auf dem Rand
von V1 oder einer im Innern der Quaderseite.
Im ersten Fall la¨ßt sich aus V1, V2 und einem der Punkte V1±
−→
OU1 wie
im 1.2. Fall ein Nebengitter Λ21 eines vollsta¨ndigen Untergitters von Λ
3
konstruieren. Da V1 und V2 innere Punkte von V1 sind, gibt es nach
Hilfssatz 3.6 in Q3 wiederum nur die 3 Fla¨chen V1,V−1 und V0, auf de-
nen Gitterpunkte aus Λ3 liegen, wobei die Quaderachse V0 der absolut
maximale M2-Quader Q2U1 im Untergitter Λ2u,w ist.
Im zweiten Fall spannt V2 entweder mit V1 und V1+
−→
OU1 bzw. V1−
−→
OU1
ein Nebengitter auf (vgl. Fall 1.2) oder V2 ist selbst dieser weitere Git-
terpunkt im Innern von V1.
3.1. KONSTRUKTION 41
Dann liegen V1 und V2 aber auf einer ”Achse” von V1 und die Quader-
achse W0 ist der absolut maximale M2-Quader Q2U1 im vollsta¨ndigen
2-dimensionalen Untergitter Λ2u,v von Λ
3 mit der Basis BΛ2u,v = {u1, v1}
(vgl. Fall 1.1).
2. Fall: Auf
◦U±1 liegen jeweils ≥ 3 Gitterpunktpaare, die nicht alle auf
einer Gerade liegen.
In Q3 gibt es nach Hilfssatz 3.6 wie in Fall 1.2 genau drei Fla¨chen, auf
denen Gitterpunkte aus Λ3 liegen: U1,U−1 und die Quaderachse U0.
Da die Gitterpunkte auf U0 die einzigen Gitterpunkte im Innern
der Quaderseiten V±1 und W±1 sind, mu¨ssen sie nach Hilfssatz 3.5
entweder Seitenmittelpunkte von V±1,W±1 sein oder es sind 2 Punkte,
die auf einer Geraden durch den Seitenmittelpunkt - na¨mlich auf einer
der Seiten von U0 - liegen.
Damit ist U0 nach Satz 2.8 bzw. Satz 2.14 aber ein absolut maximaler
M2-Quader im vollsta¨ndigen 2-dimensionalen Untergitter Λ2v,w von Λ3
mit der Basis BΛ2v,w= {v1, w1}.
3. Fall: Auf
◦U±1 liegen zwei Gitterpunktpaare ±U1 und ±U2 auf einer
Gerade durch die Seitenmittelpunkte von U1 bzw. U−1.
Die Gitterpunkte erzeugen mit dem Ursprung O ein vollsta¨ndiges Un-
tergitter Λ2 ⊂ E0 von Λ3, d.h. alle weiteren Gitterpunkte von Λ3 liegen
wieder auf zu E0 parallelen, a¨quidistanten Gitterpunktebenen Ei.
3.1. Fall: ±U1 und ±U2 liegen jeweils auf einer ”Achse” von U±1.
Sei o.B.d.A. V0 die Achse von Q3, auf der die Punkte ±U1, ±U2 und
der Ursprung O liegen. Da ±U1 und ±U2 Randpunkte von Q3 und
damit auch Randpunkte von V0 sind, la¨ßt sich Hilfssatz 3.6 nicht direkt
anwenden.
Betrachtet man aber das Translat
V ′0 := {v0 + λ ·mU1 | v0 ∈ V0}; λ ∈ IR, 0 < λ < |mU1|
mitmU1 als Ortsvektor des SeitenmittelpunktsMU1 der Quaderseite U1,
so sind V1, V2 und O innere Punkte von V ′0 und Hilfssatz 3.6 la¨ßt sich
bezu¨glich V ′0 anwenden.
Dann entha¨lt aber auch jeder Schnitt von Q3 mit einer zu V0 parallelen
Gitterpunktebene Ei mindestens einen inneren Gitterpunkt von Q
3.
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In Q3 gibt es also wie in Fall 1.2 wiederum genau drei Fla¨chen, auf
denen Gitterpunkte aus Λ3 liegen, und zwar V0 und die dazu parallelen
Quaderseiten V±1.
Fu¨r den Abstand von U1 und U2 gilt dann:
|d(O,W±1)| ≤ |d(U1, U2)| < |d(W1,W−1)|.
Sei nun W1 ein Gitterpunkt auf W1. Dann liegt einer der beiden Git-
terpunkte
P = W1+
−→
U1U2 oder P
′ = W1−
−→
U1U2
im Innern von Q3, muß also der Ursprung O sein.
Das bedeutet aber wiederum, daß±W1 die Seitenmittelpunkte vonW±1
sind und die Quaderachse V0 der absolut maximale M2-Quader Q2U1
im vollsta¨ndigen Untergitter Λ2u,w von Λ
3 mit der Basis BΛ2u,w= {u1, w1}
ist.
3.2. Fall: ±U1 und ±U2 liegen nicht auf einer ”Achse” von U±1.
Die letzte Mo¨glichkeit fu¨r die Lage von Gitterpunkten auf Q3 ist, daß
alle Quaderseiten nur je 2 Gitterpunkte auf einer Gerade durch ihren
Seitenmittelpunkt besitzen, die nicht auf einer ”Achse” der Seite liegen.
Beh.: Dieser Fall kann nicht eintreten, ohne daß nichttriviale Gitter-
punkte im Innern von Q3 liegen.
Bew.: Auf allen sechs Quaderseiten liegen je 2 Gitterpunkte, insgesamt
also 12 auf dem Rand von Q3.
Teilt man Q3 durch die drei Quaderachsen in 8 Teilquader Q31, ... , Q
3
8,
so gibt es darunter mindestens zwei mit ≥ 2 Gitterpunkten auf dem
Rand, die jeweils im Innern ihrer Seiten liegen.
Seien P1 und P2 zwei Gitterpunkte auf dem Rand eines solchen Teil-
quaders. Dann liegt aber der nichttriviale Gitterpunkt
P = O+
−→
P1P2
im Innern von Q3. 2
Damit ist gezeigt, daß ein absolut maximaler M3-Quader in einem
Gitter Λ3 immer (mindestens) eine Achse besitzt, die ein absolut maxi-
maler M2-Quader in einem vollsta¨ndigen 2-dimensionalen Untergitter
von Λ3 ist. 222
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Bemerkung 3.7
1. Aus dem Satz von Minkowski-Hajo´s (vgl. [5], Kap. 13 und [6], Kap. 12)
folgt analog zu Bemerkung 2.11, daß ein absolut maximalerM3-Quader
in einem Gitter Λ3 mindestens ein Seitenpaar besitzt, in dessen Innern
genau ein Gitterpunktpaar aus Λ3 liegt.
Der obige Beweis ließe sich also mit U±1 als einziges Gitterpunktpaar
im Innern der Quaderseiten U±1 auf den 1. Fall reduzieren.
2. Aus der Konstruktion absolut maximalerM3-Quader folgt die Existenz
von (mindestens) einem Seitenmittelpunktpaar aus Λ3 bei einem sol-
chen Quader.
Es existieren allerdings auch maximal ausgedehnte aber nicht absolut
maximale M3-Quader mit Seitenmittelpunkten aus Λ3. Die Existenz
solcher Seitenmittelpunkte ist also noch keine hinreichende Bedingung
fu¨r die Existenz eines absolut maximalen M3-Quaders, wie dies im 2-
Dimensionalen der Fall war (vgl. Satz 2.8).
Beispiel 3.8 Ein nicht absolut maximaler M3-Quader Q˜3 im Gitter Λ3
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Die beiden Seitenmittelpunkte M und −M von Q˜3 sind Gitterpunkte des
zugrundegelegten Gitters Λ3.
Da allerdings keine der Achsen von Q˜3 ein absolut maximaler M2-Quader
in einem 2-dimensionalen Untergitter von Λ3 ist, kann Q˜3 nicht absolut ma-
ximal in Λ3 sein.
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3.2 Eigenschaften
Wie in Kapitel 2.2 werden auch bei absolut maximalenM3-Quadern Anzahl
und Lage von Gitterpunkten auf dem Rand der Quader sowie ihre Seiten-
verha¨ltnisse untersucht.
3.2.1 Randpunkte
Nach Konstruktion schneidet ein absolut maximalerM3-Quader Q3 im Git-
ter Λ3 genau die 3 Gitterpunktebenen E0, E1 und E−1.
Die Gitterpunkte auf dem Rand von Q3 liegen dabei auf der Quaderachse
Q2T und den beiden zu Q
2
T parallelen Quaderseiten R±1 (vgl. Fig. 3.1).
Anzahl der Randpunkte absolut maximaler M3-Quader
Da Q2T ein absolut maximaler M2-Quader in einem 2-dimensionalen Unter-
gitter Λ2 von Λ3 ist, besitzt er nach Satz 2.12 genau 3 oder 4 nichttriviale
Gitterpunktpaare auf seinem Rand, wobei mindestens ein Gitterpunktpaar
ein Seitenmittelpunktpaar ist.
Wegen der analogen Gitterpunktanordnung auf Q2T und den Quaderseiten
R±1 ergeben sich durch Verschieben des Gitters Λ2 die folgenden Mo¨glich-
keiten zur Lage von Gitterpunkten auf R±1:
1. Fall: Auf Q2T liegen 4 nichttriviale Gitterpunktpaare ±T,±S1,±S2,±S3.
r
r
r
r
r
r
r
r
rT
−T
S1 −S3
S2 −S2
S3 −S1
Nach Korollar 2.13 handelt es sich bei den
Gitterpunkten um die 4 Eckpunkte und die
4 Seitenmittelpunkte von Q2T .
Daraus ergeben sich fu¨r R±1 folgende Mo¨glichkeiten:
r
r
r
r
r
r
r
r
r
#GP = 9
r
r
r
r
r
r
#GP = 6
r
r
r
r
r
r
#GP = 6
r
r
r
r
#GP = 4
Man erha¨lt also absolut maximaleM3-Quader mit 13, 10 oder 8 Gitterpunkt-
paaren auf dem Rand.
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2. Fall: Auf Q2T liegen 3 nichttriviale Gitterpunktpaare ±T,±S1 und ±S2.
2.1. Fall: |d(S1, T )| = |d(S2,−T )|
r
r
r
r
r
r
rT
−T
S1 −S2
S2 −S1
Daraus ergeben sich fu¨r R±1 folgende Mo¨glichkeiten:
r
r
r
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r
r
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#GP = 7
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#GP = 8
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r
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#GP = 5
r
r
r
r
#GP = 4
Man erha¨lt in diesem Fall absolut maximaleM3-Quader mit 11, 10, 9, 8 oder
7 Gitterpunktpaaren auf dem Rand.
2.2. Fall: |d(S1, T )| 6= |d(S2,−T )|
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rT
−T
S1
−S2
S2
−S1
Daraus ergeben sich fu¨r R±1 folgende Mo¨glichkeiten:
r
r
r
r
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r
r
#GP = 7
r
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#GP = 7
r
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#GP = 6
r
r
r
r
r
#GP = 5
r
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r
r
#GP = 4
Man erha¨lt absolut maximale M3-Quader mit 10, 9, 8 oder 7 Gitterpunkt-
paaren auf dem Rand.
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Zusammengefaßt gilt also:
Satz 3.9
Absolut maximale M3-Quader in einem Gitter Λ3 besitzen genau
7, 8, 9, 10, 11 oder 13
Gitterpunktpaare aus Λ3 auf ihrem Rand.
Beweis:
√
Bemerkung 3.10
Die Umkehrung von Satz 3.9 ist im Gegensatz zum 2-dimensionalen Fall
nicht fu¨r alle Zahlen 7, ... , 13 mo¨glich.
So hat z.B. derM3-Quader aus Beispiel 3.8 insgesamt 7 Gitterpunktpaare
auf seinem Rand, ist aber nicht absolut maximal in Λ3.
Allerdings la¨ßt sich folgende Aussage beweisen:
Satz 3.11
(Maximal ausgedehnte) M3-Quader in einem Gitter Λ3, die
(8), 9, 10, 11 oder 13
Gitterpunktpaare auf ihrem Rand besitzen, sind absolut maximal in Λ3.
Beweis: Es wird gezeigt, daß nicht absolut maximale M3-Quader ≤ 8 und
maximal ausgedehnte, nicht absolut maximaleM3-Quader ≤ 7 Gitterpunkt-
paare aus Λ3 auf ihrem Rand besitzen:
Sei Q˜3 ein M3-Quader in Λ3 mit den Quaderachsen U0, V0 und W0, wobei
o.B.d.A. U0 eine Achse mit maximaler Anzahl nichttrivialer Gitterpunkte ist.
Nach Konstruktion sind diese Gitterpunkte alle Randpunkte von Q˜3.
Liegen also ≥ 3 Gitterpunktpaare auf U0, so ist die Quaderachse nach Satz
2.14 ein absolut maximaler M2-Quader in einem vollsta¨ndigen 2-dimen-
sionalen Untergitter Λ2 von Λ3 und Q˜3 damit nach Satz 3.2 absolut ma-
ximal in Λ3.
Die nicht absolut maximalenM3-Quader sind somit nach Satz 2.14 und Satz
3.2 genau die Quader mit ≤ 2 nichttrivialen Gitterpunktpaaren auf U0 (sowie
V0 und W0).
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Dabei lassen sich folgende Fa¨lle unterscheiden:
1. Fall: Auf U0 liegen keine nichttrivialen Gitterpunkte.
Die drei Quaderachsen U0, V0 und W0 von Q˜3 teilen den Quader in 8 Teil-
quader Q˜31, ... , Q˜
3
8.
Die Gesamtzahl der Gitterpunktpaare auf dem Rand von Q˜3 ergibt sich dann
aus der Summe der nichttrivialen Gitterpunktpaare auf den Achsen U0, V0
und W0 und auf den Fla¨chen
∂ Q˜3j \ {U0 ∪ V0 ∪W0}; j = 1, ... , 8.
Auf einer solchen Randfla¨che kann aber jeweils maximal 1 Gitterpunkt aus
Λ3 liegen, da fu¨r 2 Gitterpunkte P1, P2 ∈ ∂ Q˜3j\{U0 ∪ V0 ∪ W0} der Gitter-
punkt
P = O+
−→
P1P2
innerer Punkt von Q˜3 wa¨re.
Da U0 eine Quaderachse mit maximaler Anzahl nichttrivialer Gitterpunkt-
paare ist, ergeben sich also maximal
1
2
(8 · 1 + 3 · 0) = 4
Gitterpunktpaare auf dem Rand von Q˜3.
2. Fall: Auf U0 liegt genau 1 nichttriviales Gitterpunktpaar.
Die gleichen U¨berlegungen wie im 1. Fall ergeben die maximale Anzahl von
1
2
(8 · 1 + 3 · 2) = 7
Gitterpunktpaaren auf dem Rand von Q˜3.
3. Fall: Auf U0 liegen genau 2 nichttriviale Gitterpunktpaare.
Da nicht alle dieser nichttrivialen Gitterpunkte auf der gleichen Ursprungs-
gerade liegen ko¨nnen, erzeugen zwei von ihnen mit dem Ursprung O ein
vollsta¨ndiges 2-dimensionales Untergitter Λ2 von Λ3, d.h. Λ3 baut sich kom-
plett aus Λ2 und seinen Nebengittern Λ2±k, k ∈ IN∗ auf.
Des weiteren bilden diese 4 Gitterpunkte ein ebenes Gitterpolygon mit einem
inneren Gitterpunkt, dem Ursprung O. Mit der Pickschen Identita¨t5 ergibt
sich damit fu¨r den Fla¨cheninhalt von U0:
V (U0) ≥ (12 · 4 + 1− 1) · d(Λ2) = 2 · d(Λ2).(3.12)
5Vgl. [7], S. 311-319.
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Trifft Q˜3 nun j Nebengitterpaare Λ2±k, k = 1, ... , j, so la¨ßt sich sein Fla¨chen-
inhalt mit (3.12) durch
V (Q˜3) ≥ 4j · d(Λ3)
abscha¨tzen. Da Q˜3 aber nach Voraussetzung nicht absolut maximal ist und
daher
V (Q˜3) < 8 · d(Λ3)
gilt, kann der Quader maximal die beiden zu Λ2 benachbarten Nebengitter
Λ2±1 treffen.
6 Dabei ist allerdings nicht klar, ob Q˜3 die Gitterpunktebenen,
auf denen die Gitter Λ2±1 liegen, nur mit den zu U0 parallelen Quaderseiten
U±1 beru¨hrt oder sie ”durchdringt”.
Eine genauere Aussage dazu erha¨lt man mit Hilfssatz 3.6. Da allerdings der
Ursprung O der einzige innere Gitterpunkt von U0 ist, la¨ßt sich dieser Satz
nicht direkt auf Translate von U0 anwenden. Es gilt aber dennoch:
Beh.: Ist ein Gitterpunkt auf ∂U0 kein Eckpunkt von U0, so trifft Q˜3 neben
Λ2 ho¨chstens noch die zu Λ2 benachbarten Nebengitter Λ2±1, und zwar mit
den zu U0 parallelen Quaderseiten U±1.
Bew.: Sei P ein nichttrivialer Gitterpunkt von U0 im Innern der Seite uP .
Dann liegen im Innern des Translats
U ′0 := {u0 + λ ·muP | u0 ∈ U0}; λ ∈ IR, 0 < λ < |muP |
von U0 mit muP als Ortsvektor des Seitenmittelpunkts von uP die beiden
Gitterpunkte P und O (vgl. Bew. von Satz 3.2, 3.1. Fall).
Liegt nun im Innern von uP noch ein weiterer Gitterpunkt (vgl. Fig. 3.13),
dann ist auch dieser ein innerer Punkt von U ′0. Andererseits liegen aber auf
den zu uP senkrechten Seiten von U0 zwei weitere Gitterpunkte (vgl. Fig.
3.16), von denen mindestens einer wegen λ < |muP | auch auf dem Rand von
U ′0 liegt.
In beiden Fa¨llen la¨ßt sich Hilfssatz 3.6 auf U ′0 anwenden, d.h. in jedem Trans-
lat von U ′0 in eine zu U0 parallele Gitterpunktebene Ei mit Λ2i ∈ Ei, i ∈ Z
- und somit auch in jedem Schnitt von Q˜3 mit einer solchen Ebene - liegt
mindestens ein innerer Gitterpunkt.
Dann kann Q˜3 aber ho¨chstens noch die beiden Nebengitter Λ2±1 mit den
Quaderseiten U1 und U−1 treffen. 2
6Trifft Q˜3 nicht Λ2±1, so sind die beiden Gitterpunktpaare auf U0 die einzigen Gitter-
punkte auf dem Quader und die Aussage des Satzes ist erfu¨llt.
Im folgenden wird daher davon ausgegangen, daß Q˜3 die Nebengitter Λ2±1 tatsa¨chlich trifft.
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Fu¨r die Anordnung der Gitterpunkte auf U0 gibt es nun zwei Mo¨glichkeiten:
3.1. Fall: Die nichttrivialen Gitterpunktpaare liegen auf zwei sich gegenu¨ber-
liegenden Seiten von U0.
Figur 3.13
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Seien ±W1,±W2 ∈ W±1 die Gitterpunkte auf den Seiten vw±1 und v0 die zu
vw±1 parallele bzw. w0 die zu vw±1 senkrechte Achse von U0 (s. Fig. 3.13).
Sa¨mtliche Gitterpunkte von Λ2 liegen dann auf zu vw±1 parallelen Gitter-
punktgeraden gi, wobei zwei benachbarte Geraden gi und gi+1 den Abstand
|d(gi, gi+1)| = |d(v0, vw±1)| = 12 |w0|(3.14)
zueinander haben. Der Abstand von zwei benachbarten Gitterpunkten Pj
und Pj+1 auf einer solchen Gerade gi ist
|v0| ≥ |d(Pj, Pj+1)| = |d(W1,W2)| > 12 |v0|.(3.15)
Wegen der analogen Gitterpunktanordnung auf allen Nebengittern Λ2k ko¨n-
nen die zu U0 parallelen Quaderseiten U1 und U−1 nach (3.14) jeweils maximal
3 solcher Gitterpunktgeraden gi,±1 mit Gitterpunkten aus Λ2±1 schneiden,
wobei nach (3.15) jeweils maximal 2 Gitterpunkte einer solchen Gerade auf
U±1 liegen.
Insgesamt ergeben sich in diesem Fall also maximal
1
2
(6 · 2 + 4) = 8
Gitterpunktpaare auf dem Rand von Q˜3, wobei der Quader nicht maximal
ausgedehnt sein kann, da im Innern der Quaderseiten V±1 keine Gitterpunkte
liegen.
Wu¨rde man Q˜3 entlang v0 weiter ausdehnen, so wa¨ren die na¨chsten Gitter-
punkte, auf die man trifft, die Punkte
±V ′ := O± −→W1W2 .
U ′0 wa¨re in dem Fall also ein absolut maximaler M2-Quader im Gitter Λ2
und Q˜′3 absolut maximal in Λ3.
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3.2. Fall: Im Innern jeder Seite von U0 liegt ein nichttrivialer Gitterpunkt.
Figur 3.16
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Auf dem Rand jedes der 4 Teilrechtecke, in die U0 durch seine Achsen v0
und w0 aufgeteilt wird, liegt jeweils genau einer der vier Gitterpunkte ±V
und ±W , da ansonsten nichttriviale Gitterpunkte im Innern von U0 liegen
wu¨rden (vgl. Beweis zu Satz 2.27, 2.2.2. Fall).
Des weiteren sind ±V und ±W keine Seitenmittelpunkte von U0, da
andernfalls 3 bzw. 4 Gitterpunktpaare auf U0 liegen wu¨rden und U0 absolut
maximal in Λ2 wa¨re.
Beh.: Im Innern von U±1 liegt jeweils (mindestens) ein Gitterpunkt aus Λ3,
der entweder Seitenmittelpunkt von U±1 ist oder nicht auf einer der ”Achsen”
der Quaderseiten liegt.
Bew.: Da in diesem Fall nach dem obigen Beweis jeder Schnitt von Q˜3 mit ei-
ner der Gitterpunktebenen Ei mit Λ
2
i ∈ Ei einen inneren Gitterpunkt entha¨lt,
besitzt auch U1 (mindestens) einen inneren Gitterpunkt U1.
U1 ist also entweder selbst der gesuchte Gitterpunkt oder er liegt auf einer
”Achse” von U1 ohne deren Mittelpunkt zu sein. Im zweiten Fall ist aber auch
einer der Gitterpunkte
U1±
−→
OV bzw. U1±
−→
OW
innerer Punkt von U1 und liegt, da die Seitenmittelpunkte von U0 keine
Gitterpunkte sind, auf keiner ”Achse” von U1. Fu¨r U−1 folgt die Behauptung
entsprechend. 2
Besitzt nun U1 und damit auch U−1 einen Seitenmittelpunkt aus Λ3, so ist
die Anordnung ihrer Gitterpunkte identisch mit der Gitterpunktanordnung
auf U0.
Es liegen in diesem Fall also insgesamt
1
2
(5 · 2 + 4) = 7
Gitterpunktpaare auf dem Rand von Q˜3.
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Beh.: Besitzen U±1 keine Seitenmittelpunkte aus Λ3, so ko¨nnen auch in
diesem Fall jeweils maximal 5 Gitterpunkte auf diesen Quaderseiten liegen.
Bew.: Teilt man U1 durch seine ”Achsen” vU1 und wU1 in die vier Teilrechtecke
Q˜21, ... , Q˜
2
4 (s. Fig. 3.17), so liegt nach dem obigen Beweis (mindestens) ein
Gitterpunkt im Innern eines dieser Rechtecke. Dies sei o.B.d.A. U1 ∈ Q˜21.
Figur 3.17 U1 mit dem inneren Gitterpunkt U1 ∈ Q˜21
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Da man symmetrisch um jeden Gitterpunkt auf U1 ein zu
◦U0 bezu¨glich der
Gitterpunktverteilung identisches Rechteck legen kann, das demnach keine
weiteren Gitterpunkte außer dem Mittelpunkt selbst entha¨lt, gilt:
• U1 ist der einzige Gitterpunkt auf dem Abschluß von Q˜21.
• Auf den beiden zu Q˜21 benachbarten, halboffenen Teilrechtecken Q˜′22
und Q˜′23 - wobei jeweils die ”Achsen” vU1 und wU1 von U1 ausgenommen
werden - liegt maximal ein weiterer Gitterpunkt pro Teilrechteck.
• Auf dem letzten abgeschlossenen Teilrechteck Q˜24 liegen maximal 2 Git-
terpunkte, da von ≥ 3 Gitterpunkten zwei Endpunkte der selben Seite
von Q˜24 wa¨ren und U0 somit Seitenmittelpunkte aus Λ3 besitzen wu¨rde.
Damit erha¨lt man maximal 5 Gitterpunkte auf der Quaderseite U1 und
entsprechend maximal 5 Gitterpunkte auf U−1. 2
Insgesamt ergeben sich also auch in diesem Fall maximal
1
2
(5 · 2 + 4) = 7
Gitterpunktpaare auf dem Rand von Q˜3.
Damit ist gezeigt, daß (maximal ausgedehnte) nicht absolut maximale M3-
Quader in einem Gitter Λ3 ho¨chstens 7 bzw. 8 Gitterpunktpaare auf ihrem
Rand besitzen und daher alle (maximal ausgedehnten)M3-Quader mit mehr
als 7 bzw. 8 Gitterrandpunktpaaren absolut maximal in Λ3 sind. 222
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Aus dem obigen Beweis und dem Beweis von Satz 3.9 ergeben sich schließlich
noch folgende Aussagen:
Korollar 3.18
1. Ein M3-Quader in einem Gitter Λ3 besitzt ho¨chstens 13 Gitterpunkt-
paare aus Λ3 auf seinem Rand.
2. Liegen 13 Gitterpunktpaare eines Gitters Λ3 auf dem Rand eines M3-
Quaders, so gilt:
i) Der Quader ist absolut maximal in Λ3.
ii) Bei den Gitterpunkten handelt es sich um die 6 Seitenmittelpunk-
te, 8 Eckpunkte und die 12 Kantenmittelpunkte des Quaders.
iii) Λ3 la¨ßt sich durch eine Orthogonalbasis aufspannen.
Beweis:
1. Die Aussage folgt direkt aus Satz 3.9 und dem Beweis von Satz 3.11
bzw. aus [1], S. 79. 2
2. i) Folgt aus Satz 3.11.
ii) Folgt aus dem Beweis von Satz 3.9, 1. Fall.
iii) Λ3 la¨ßt sich z.B. durch die orthogonalen Ortsvektoren der 3 Sei-
tenmittelpunkte MR1 ,MS1 und MT1 - die nach 2. ii) tatsa¨chlich
Gitterpunkte sind - aufspannen. 222
Lage der Randpunkte absolut maximaler M3-Quader
Analog zum 2-dimensionalen Fall lassen sich die Koordinaten der Gitter-
punkte ±Rj eines absolut maximalen M3-Quaders Q3 in einem Gitter Λ3
in Abha¨ngigkeit der Koordinaten der Gitterpunkte ±Si und ±T berechnen.
Dabei gilt analog zu Satz 2.15:
|det
 xrj ,1 xsi,1 xt,1xrj ,2 xsi,2 xt,2
xrj ,3 xsi,3 xt,3
| = |xrj ,1(xsi,2xt,3−xsi,3xt,2)+xrj ,2(xsi,3xt,1−xsi,1xt,3)
+ xrj ,3(xsi,1xt,2 − xsi,2xt,1)|
= 1.
Allerdings ist die in Kapitel 2.2.1 verwendete Methode zur Eingrenzung der
durch Satz 2.15 vorgegebenen Gitterpunkte auf die tatsa¨chlichen Gitterpunk-
te des Quaders u¨ber das Skalarprodukt im 3-dimensionalen Fall sehr aufwen-
dig und wird hier nicht ausgefu¨hrt.
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3.2.2 Seitenverha¨ltnisse
Nach Satz 2.18 gilt fu¨r das Seitenverha¨ltnis absolut maximaler M2-Quader
mit den Quaderachsen s0 und t0:
|s0| : |t0| = d(Λ2) : |d(T,O)|2.
Im 3-dimensionalen Fall soll analog dazu nicht das Fla¨cheninhaltsverha¨lt-
nis der Quaderseiten R±1, S±1 und T±1, sondern das La¨ngenverha¨ltnis der
Achsen r0, s0 und t0 betrachtet werden (vgl. Fig. 3.1).
Satz 3.19
Sei Q3 ein absolut maximaler M3-Quader im Gitter Λ3 mit der Basis
BΛ3 = {a1, a2, a3} und der Gitterdeterminante d(Λ3).
Des weiteren sei die Quaderachse Q2T ein absolut maximaler M2-Quader
im vollsta¨ndigen Untergitter Λ2 von Λ3 mit der Basis
BΛ2 = {t, s} = {xt,1a1 + xt,2a2 + xt,3a3 , xs,1a1 + xs,2a2 + xs,3a3}
und der Gitterdeterminante d(Λ2).
Dann gilt : Das Verha¨ltnis der Achsen r0, s0 und t0 ist von der Form
|r0| : |s0| : |t0| = d(Λ
3)
d(Λ2)
· |d(T,O)| : d(Λ2) : |d(T,O)|2.
Beweis:
In Λ2 gilt: |s0| · |t0| = 4 · d(Λ2) ⇒ |s0| = 4 · d(Λ2)|t0| .
In Λ3 gilt: |r0| · |s0| · |t0| = 8 · d(Λ3) ⇒ |r0| = 8 · d(Λ3)|s0|·|t0| = 2 ·
d(Λ3)
d(Λ2)
.
Daraus folgt:
|r0| : |s0| : |t0| = 2 · d(Λ3)d(Λ2) : 4 · d(Λ
2)
|t0| : |t0|
= 2 · d(Λ3)
d(Λ2)
· |t0| : 4 · d(Λ2) : |t0|2.
Mit
|t0| = 2 · |d(T,O)|
erha¨lt man schließlich
|r0| : |s0| : |t0| = d(Λ
3)
d(Λ2)
· |d(T,O)| : d(Λ2) : |d(T,O)|2. 222
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Bemerkung 3.20
Im Gegensatz zum 2-dimensionalen Fall (vgl. Kor. 2.24) besitzen absolut
maximale M3-Quader in einem Gitter Λ3 mit der Basis
BΛ3 =

 a11a12
a13
 ,
 a21a22
a23
 ,
 a31a32
a33

 mit aij ∈ Z ; i, j = 1, ... 3
nicht unbedingt ”Seitenverha¨ltnisse” der Form k : l : m mit k, l,m ∈ IN∗,
da der Ausdruck
d(Λ3)
d(Λ2)
· |d(T,O)|
im allgemeinen keine natu¨rliche Zahl ist.
Beispiel 3.21
Sei Q3(3,2,0) ein absolut maximaler M3-Quader im Gitter Z 3 und der ab-
solut maximale M2-Quader Q2(3,2,0) mit den Gitterpunkten
±T (±3,±2, 0)BZZ3 , ±S1(±1,±1, 0)BZZ3 und ± S2(∓2,∓1, 0)BZZ3
eine Achse von Q3(3,2,0) im Untergitter Z
2 von Z 3.
Wegen
d(Z 3) = d(Z 2) = 1
und
|d(T,O)| =
√
32 + 22 + 02 =
√
13
gilt fu¨r das Verha¨ltnis der Quaderachsen r0, s0 und t0:
|r0| : |s0| : |t0| 3.19=
√
13 : 1 : 13.
Analog zu Korollar 2.20 la¨ßt sich das Seitenverha¨ltnis absolut maximaler
M3-Quader mit |d(T,O)| = d(Λ1) als Gitterdeterminante des vollsta¨ndigen
1-dimensionalen Untergitters Λ1 von Λ2 bzw. Λ3 mit der BasisBΛ1 = {t} auch
folgendermaßen darstellen (vgl. Satz 3.25):
Korollar 3.22
Das Verha¨ltnis der Achsen r0, s0 und t0 eines absolut maximalen M3-
Quaders Q3T in einem Gitter Λ
3 ist von der Form
|r0| : |s0| : |t0| = d(Λ
3)
d(Λ2)
:
d(Λ2)
d(Λ1)
: d(Λ1)
mit Λ1 und Λ2 als vollsta¨ndige 1- bzw. 2-dimensionale Untergitter von Λ3.
Beweis:
√
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3.3 Ausblick: Absolut maximale Mn-Quader
Die Ergebnisse aus den Kapiteln 2 und 3 weisen sehr oft gemeinsame Struk-
turen auf, die sich mit anderen als den in dieser Arbeit benutzten Methoden
ggf. verallgemeinern lassen.
Daher werden in diesem Abschnitt vermutete Ergebnisse fu¨r absolut maxi-
male Mn-Quader - ohne Beweise - dargestellt.
Konstruktion absolut maximaler Mn-Quader
Die charakterisierende Eigenschaft absolut maximaler M3-Quader in einem
Gitter Λ3 ist nach Satz 3.2 die Existenz (mindestens) einer Quaderachse,
die selbst ein absolut maximalerM2-Quader in einem vollsta¨ndigen 2-dimen-
sionalen Untergitter von Λ3 ist.
Interpretiert man in Satz 2.8 die Quaderachse t0 eines absolut maximalen
M2-Quaders Q2T als absolut maximalen M1-Quader in einem vollsta¨ndigen
1-dimensionalen Untergitter von Λ2, so la¨ßt sich diese Eigenschaft auch auf
absolut maximale M2-Quader u¨bertragen (vgl. Kor. 2.10).
Es ist daher anzunehmen, daß generell die Existenz eines absolut maxima-
len Mn−1-Quaders als Achse eines Mn-Quaders Qn eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafu¨r ist, daß Qn absolut maximal bezu¨glich des
zugrundegelegten Gitters Λn ist:
Vermutung 3.23
Ein Mn-Quader Qn in einem Gitter Λn besitzt genau dann das - nach
dem Satz von Minkowski maximale - Volumen
Vmax(Q
n) = 2n · d(Λn),
wenn eine der Achsen des Quaders ein absolut maximaler Mn−1-Quader
in einem vollsta¨ndigen (n-1)-dimensionalen Untergitter von Λn ist.
Eine Richtung des Beweises von Vermutung 3.23 ist trivial. So la¨ßt sich ana-
log zum 1. Teil des Beweises von Satz 3.2 immer zeigen, daß ein absolut
maximalerMn−1-Quader in einem vollsta¨ndigen (n-1)-dimensionalen Unter-
gitter Λn−1 von Λn auf einer Gitterpunkthyperebene H0 durch senkrechte
Projektion auf die beiden zu H0 benachbarten Gitterpunkthyperebenen H±1
zu einem absolut maximalen Mn-Quader in Λn erweitert werden kann.
Mit den in dieser Arbeit benutzten Mitteln ist es allerdings nicht mo¨glich
zu zeigen, daß auch jeder absolut maximale Mn-Quader mindestens einen
solchen absolut maximalen Mn−1-Quader als Achse besitzt.
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Anzahl der Randpunkte absolut maximaler Mn-Quader
Nach [2], S. 79, Th. 6. und [1], S. 79 gilt fu¨r die Anzahl der Gitterpunkte auf
dem Rand eines (extremalen) Minkowski-Ko¨rpers K, zu denen auch absolut
maximale Mn-Quader geho¨ren:
2 · (2n − 1) ≤ #GP(K) ≤ 3n − 1.
Fu¨r absolut maximale Mn-Quader mit n = 1, 2, 3 werden beide Schranken
tatsa¨chlich angenommen (vgl. Satz 2.12, Satz 3.9 und die Herleitung zu Ko-
rollar 2.10). Es stellt sich die Frage, ob das fu¨r absolut maximaleMn-Quader
mit n ≥ 4 auch so ist. Dabei gilt:
Die maximale Anzahl von nichttrivialen Gitterpunkten auf dem Rand eines
absolut maximalen M1-Quaders la¨ßt sich durch 3− 1 = 2 darstellen, wobei
3 die Gesamtzahl der Gitterpunkte auf dem Quader ist und der Ursprung
abgezogen wird.
Im 2-Dimensionalen kommt durch die senkrechte Projektion des 1-dimen-
sionalen Quaders maximal noch zwei mal die gleiche Anzahl von Gitter-
punkten hinzu, wobei der Ursprung insgesamt nur ein mal abgezogen wird.
Es ergeben sich also maximal 32 − 1 = 8 nichttriviale Gitterpunkte.
Im 3-Dimensionalen wu¨rden sich durch weitere Projektion schließlich maxi-
mal 33−1 = 26 Randpunkte ergeben. Insgesamt ko¨nnten auf dem Rand eines
absolut maximalen Mn-Quaders mit maximaler Anzahl von Gitterpunkten
also tatsa¨chlich immer 3n − 1 Gitterpunkte liegen.
Die minimale Anzahl der nichttrivialen Gitterpunkte auf dem Rand eines
absolut maximalen M1-Quaders la¨ßt sich durch 21 = 2 darstellen.
Zur minimalen ”Bestu¨ckung” eines absolut maximalenM2-Quaders mit Git-
terpunkten beno¨tigt man dann zusa¨tzlich 2 · 2 = 22 Gitterpunkte, insge-
samt also 21 + 22 = 6 Gitterpunkte.
Im 3-Dimensionalen kommen wiederum 2 · 2 · 2 = 23 Gitterpunkte hinzu,
insgesamt sind es also mindestens 21+22+23 = 14 Gitterpunkte. Allgemein
wu¨rden sich damit auf dem Rand eines absolut maximalenMn-Quaders min-
destens
∑n
i=1 2
i = 2n+1 − 2 = 2 · (2n − 1) Gitterpunkte ergeben.
Damit folgt:
Vermutung 3.24
Fu¨r die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Rand absolut maximaler Mn-
Quader Qn in einem Gitter Λn gilt :
2 · (2n − 1) ≤ #GP(Qn) ≤ 3n − 1,
wobei sowohl die obere als auch die untere Schranke tatsa¨chlich angenom-
men werden.
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Seitenverha¨ltnisse absolut maximaler Mn-Quader
In Kapitel 3.2.2 wurde bei der Berechnung der Seitenverha¨ltnisse absolut
maximaler M3-Quader nicht das Verha¨ltnis der Quaderseiten R±1,S±1 und
T±1, sondern das Verha¨ltnis der Achsen r0, s0 und t0 betrachtet, da diese den
Abstand der Quaderseiten zum Ursprung beschreiben (vgl. Fig. 3.1).
Dabei ha¨ngen diese ”Seitenverha¨ltnisse” nur von den Gitterdeterminanten
von Λ3 und Λ2 und dem Abstand d(T,O) bzw. der Gitterdeterminante von
Λ1 ab. Es gilt nach Satz 3.19 bzw. Korollar 3.22:
|r0| : |s0| : |t0| = d(Λ
3)
d(Λ2)
· d(Λ1) : d(Λ2) : d(Λ1)2 = d(Λ
3)
d(Λ2)
:
d(Λ2)
d(Λ1)
: d(Λ1).
Im 2-Dimensionalen ha¨ngt das Seitenverha¨ltnis |s0| : |t0| nach Satz 2.18 und
Korollar 2.20 auch nur von den Gitterdeterminanten d(Λ2) und d(Λ1) ab:
|s0| : |t0| = d(Λ2) : d(Λ1)2 = d(Λ
2)
d(Λ1)
: d(Λ1)
Dabei ergibt der Quotient der Determinanten eines k-dimensionalen Gitters
Λk und seines vollsta¨ndigen (k-1)-dimensionalen Untergitters Λk−1 gerade den
Abstand von zwei benachbarten Gitterpunkthyperebenen von Λk, was der
geometrischen Interpretation dieser ”Seitenverha¨ltnisse” entspricht (vgl.
Bem. 2.1 und Kap. 3.1).
Sollte Vermutung 3.23 u¨ber die Konstruktion absolut maximalerMn-Quader
zutreffen, so la¨ßt sich der obige Beweis fu¨r den 2- und 3-dimensionalen Fall
auch verallgemeinern:
Satz 3.25
Das Verha¨ltnis der Absta¨nde sich gegenu¨berliegender Quaderseiten absolut
maximaler n-dimensionalerMn-Quader Qn in einem Gitter Λn ist von der
Form
d(Λn)
d(Λn−1)
:
d(Λn−1)
d(Λn−2)
: · · · : d(Λ
2)
d(Λ1)
: d(Λ1),
wobei die Λk, 1 ≤ k ≤ n − 1 die entsprechenden vollsta¨ndigen k-dimen-
sionalen Untergitter von Λn sind, in denen die absolut maximalen Mk-
Quader liegen, aus denen sich der Mn-Quader Qn nach Vermutung 3.23
aufbaut.
Beweis:
√
Kapitel 4
Absolut maximale M2m-Quader
Wurden in Kapitel 2 nullpunktsymmetrische 2-dimensionale Quader betrach-
tet, die keine nichttrivialen Gitterpunkte eines Gitters Λ2 in ihrem Innern
enthalten, so soll nun eine gewisse Anzahlm ∈ IN∗ nichttrivialer Gitterpunkt-
paare aus Λ2 im Innern dieser Quader zugelassen werden.1
Dabei sind - in Abha¨ngigkeit der Anzahl innerer Gitterpunkte - folgende Fra-
gen bezu¨glich dieser sogenanntenM2m-Quader (vgl. Def. 1.11) von Interesse:
• Wie groß ist der maximale Fla¨cheninhalt Vmax(Q2m), den ein M2m-
Quader Q2m in einem Gitter Λ
2 annehmen kann?
• Wie sind die inneren Gitterpunkte von Q2m in dem Fall, daß der maxi-
male Fla¨cheninhalt Vmax(Q
2
m) angenommen wird, angeordnet?
Eine Aussage zum maximalen Fla¨cheninhalt macht der verallgemeinerte Satz
von Minkowski (vgl. [2], S.44, Th. 1. und [6], Kap. 6, Satz 6.2):
Satz 4.1
Ist K ⊂ IRn ein nullpunktsymmetrischer konvexer Ko¨rper, Λn ⊂ IRn ein
Gitter und gilt fu¨r eine Zahl m ∈ IN
V (K) > 2n ·m · d(Λn)
oder
V (K) ≥ 2n ·m · d(Λn) ∧ K = K,
dann entha¨lt K mindestens m verschiedene nichttriviale Gitterpunktpaare
O 6= ±Uj ∈ K ∩ Λn; j = 1, ... ,m.
1Die in diesem Kapitel erzielten Ergebnisse gelten in den meisten Fa¨llen auch fu¨rm = 0
und entsprechen den Ergebnissen aus Kapitel 2.
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Aus dem Satz folgt:
Korollar 4.2
Liegen m ∈ IN verschiedene nichttriviale Gitterpunktpaare im Innern eines
nullpunktsymmetrischen konvexen Ko¨rpers K, so gilt :
V (K) ≤ 2n · (m+ 1) · d(Λn).
Satz 4.1 gibt also eine obere Schranke fu¨r den maximalen Fla¨cheninhalt von
M2m-Quadern in einem Gitter Λ2 vor.
In Kapitel 4.1 wird gezeigt, daß diese obere Schranke tatsa¨chlich angenom-
men wird. In diesem Fall wird analog zu Definition 1.10 von absolut maxi-
malenM2m-Quadern gesprochen:
Definition 4.3
Ein M2m-Quader Q2m, der in einem Gitter Λ2 den maximalen Fla¨chenin-
halt
Vmax(Q
2
m) = 4 · (m+ 1) · d(Λ2)
annimmt, wird absolut maximaler M2m-Quader genannt.
Des weiteren wird in Kapitel 4.1 gezeigt, wie die inneren Gitterpunkte in die-
sem maximalen Fall angeordnet sind.
In Kapitel 4.2 werden die Anzahl und Lage der Gitterpunkte auf solchen ab-
solut maximalenM2m-Quadern sowie ihre Seitenverha¨ltnisse untersucht, und
in Kapitel 4.3 wird schließlich noch ein alternativer Beweis fu¨r den maximalen
Fla¨cheninhalt von M21-Quadern vorgestellt.
4.1 Konstruktion
Analog zur Konstruktion absolut maximalerM2-Quader in Kapitel 2.1 wer-
den absolut maximaleM2m-Quader in einem Gitter Λ2 wie folgt konstruiert:
1. Man geht aus von einer nullpunktsymmetrischen Strecke t0 auf einer
Ursprungsgerade g0, deren Endpunkte
±T (±xt,1,±xt,2)BΛ2 mit ggT(xt,1, xt,2) = m+ 1
Gitterpunkte von Λ2 sind. Die Strecke t0 ist eine der Achsen des Qua-
ders, auf der - a¨quidistant verteilt - die Gitterpunkte
±Tj(± jm+1 · xt,1,± jm+1 · xt,2)BΛ2 bzw. ± Tj(±xtj ,1,±xtj ,2)BΛ2
mit ggT(xtj ,1, xtj ,2) = j; j = 1, ... ,m liegen (s. Fig. 4.4).
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2. Alle weiteren Gitterpunkte von Λ2 liegen auf zu g0 parallelen, a¨qui-
distanten Gitterpunktgeraden gk, k ∈ Z ∗.
Die senkrechte Projektion von t0 auf die zu g0 benachbarten Gitter-
punktgeraden g±1 ergibt die beiden Quaderseiten t±1 mit den Rand-
punkten ±Si ∈ t±1, i ∈ IN∗.
3. Durch Verbinden der Eckpunkte von t±1 erha¨lt man die zu t0 senkrech-
ten Quaderseiten s±1 mit ±T ∈ s±1, durch Verbinden der Seitenmit-
telpunkte von t±1 die zu s±1 parallele Quaderachse s0.
Figur 4.4 Ein absolut maximaler M21-Quader in einem Gitter Λ2
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Nach Konstruktion liegen die Gitterpunkte eines absolut maximalen M2m-
Quaders nur auf der Quaderachse t0 und auf den Quaderseiten t±1 und s±1.
Der Ursprung O und die Gitterpunkte ±Tj ∈ t0 sind also die einzigen inneren
Gitterpunkte eines solchen Quaders.
Das ist die charakterisierende Eigenschaft absolut maximalerM2m-Quader in
einem Gitter Λ2:
Satz 4.5
Ein maximal ausgedehnter M2m-Quader Q2m in einem Gitter Λ2 nimmt
genau dann den maximalen Fla¨cheninhalt
Vmax(Q
2
m) = 4 · (m+ 1) · d(Λ2)
an, wenn alle inneren Gitterpunkte von Q2m auf einer Achse des Quaders
mit Endpunkten aus Λ2 liegen.
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Beweis: Sei Q2m ein maximal ausgedehnter M2m-Quader im Gitter Λ2, d.h.
auf jeder Quaderseite von Q2m liegt mindestens ein Gitterpunkt.
1. Fall: Q2m besitzt Seitenmittelpunkte aus Λ
2.
Seien ±R(±xr,1,±xr,2)BΛ2 ∈ Λ2 die Endpunkte der Quaderachse r0 und
±Rj(± jk+1 · xr,1,± jk+1 · xr,2)BΛ2 ; j = 0, ... , k; 0 ≤ k ≤ m
die Gitterpunkte im Innern von r0 (s. Fig. 4.9). Die Gitterpunktgerade, auf
der r0 liegt, sei g0.
Sa¨mtliche Gitterpunkte von Λ2 liegen dann auf g0 und auf zu g0 parallelen
a¨quidistanten Gitterpunktgeradenpaaren g±i, i ∈ IN∗, wobei fu¨r den Abstand
von zwei benachbarten Gitterpunkten P1 und P2 auf einer solchen Gerade
gilt:
|d(P1, P2)| = |d(±R1, O)|.(4.6)
Je zwei benachbarte Gitterpunkte auf zwei benachbarten Gitterpunktgera-
den gi und gi±1 sind Eckpunkte einer Fundamentalzelle von Λ2 mit dem
Fla¨cheninhalt d(Λ2). Der Fla¨cheninhalt von Q2m ha¨ngt also von der Anzahl
der Gitterpunkte auf r0 und der Anzahl der Gitterpunktgeraden, die Q
2
m
schneidet, ab.
Genauer gilt: Sei 0 ≤ k ≤ m die Anzahl der nichttrivialen Gitterpunktpaare
auf
◦
r0 und l die Anzahl der Gitterpunktgeradenpaare
g±i 6= g0
die
◦
Q2m schneiden. Dann ist der Fla¨cheninhalt von Q
2
m:
V (Q2m) = 4 · (k + 1) · (l + 1) · d(Λ2).(4.7)
Da auf r0 genau 2k innere nichttriviale Gitterpunkte und der Ursprung O
liegen, gibt es wegen (4.6) auf jedem Gitterpunktgeradenpaar g±i genau
2k + 1 ∨ 2k + 2
innere Gitterpunktpaare von Q2m, je nachdem ob eines der Gitterpunktpaare
auf der zu r0 senkrechten Quaderachse r⊥ liegt oder nicht.
Insgesamt la¨ßt sich die Anzahl m der inneren Gitterpunktpaare von Q2m also
durch
k + (2k + 1) · l ≤ m(4.8)
nach unten abscha¨tzen.
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Figur 4.9 Ein M2m-Quader mit m = 13 und k = l = 2.
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Nimmt ein solcher M2m-Quader den maximalen Fla¨cheninhalt
Vmax(Q
2
m) = 4 · (m+ 1) · d(Λ2)
an, so gilt mit (4.7):
(k + 1) · (l + 1) = kl + k + l + 1 = m+ 1.(4.10)
Aus (4.8) folgt in diesem Fall
2kl + k + l
4.8≤ m 4.10= kl + k + l,
also
kl ≤ 0,
bzw. mit (4.10)
(k = 0 ∧ l = m) ∨ (k = m ∧ l = 0).
1.) Fu¨r k = m liegen dabei alle inneren Gitterpunkte von Q2m auf der Qua-
derachse r0.
2.) Fu¨r k = 0 liegt kein nichttrivialer Gitterpunkt auf r0. Man hat in die-
sem Fall nach (4.10) aber l = m Gitterpunktgeradenpaare g±i, die das In-
nere von Q2m schneiden, wobei auf jeder dieser Geraden genau ein innerer
Gitterpunkt von Q2m liegt, und zwar nach obiger Konstruktion auf der zu r0
senkrechten Quaderachse r⊥. Da Q2m in diesem Fall nur Gitterpunkte auf r⊥
und den dazu parallelen Quaderseiten besitzt, mu¨ssen die Endpunkte von
r⊥ auch Gitterpunkte sein.
Insgesamt wird fu¨r beide Fa¨lle nach Gleichung (4.7) der maximale Fla¨chen-
inhalt
Vmax(Q
2
m) = 4 · (m+ 1) · d(Λ2)
genau dann angenommen, wenn alle inneren Gitterpunkte des Quaders auf
einer Quaderachse mit Endpunkten aus Λ2 liegen.
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2. Fall: Q2m besitzt keine Seitenmittelpunkte aus Λ
2.
2.1. Fall: Im Innern aller vier Quaderseiten liegen jeweils ≥ 2 Gitterpunkte.
Sei wie im 1. Fall r0 ⊂ g0 eine Achse von Q2m, auf der 0 ≤ k ≤ m nichttriviale
Gitterpunktpaare ±Rj aus Λ2 liegen.
Da die zu r0 parallelen Quaderseiten mindestens 2 innere Gitterpunktpaare
besitzen, liegen zum einen sa¨mtliche Gitterpunkte vonQ2m auf zu g0 parallelen
a¨quidistanten Gitterpunktgeradenpaaren g±i, i ∈ IN∗, von denen wie im 1.
Fall l Paare das Innere von Q2m schneiden sollen, zum anderen liegt im jedem
dieser Schnitte nach Hilfssatz 3.6 mindestens ein Gitterpunkt, d.h. es gilt:
0 ≤ l ≤ m.(4.11)
Da Q2m keine Seitenmittelpunkte aus Λ
2 besitzt und daher die Endpunkte von
r0 keine Gitterpunkte sind, a¨ndern sich im Vergleich zum 1. Fall zwei Dinge:
1.) Bei der Berechnung des Fla¨cheninhalts von Q2m analog Formel (4.7) ist
das ”=” durch ein ”<” zu ersetzen, da r0 ku¨rzer als die entsprechende Achse
mit k inneren Gitterpunktpaaren aus dem 1. Fall ist. Es gilt also:
V (Q2m) < 4 · (k + 1) · (l + 1) · d(Λ2).(4.12)
2.) Auf einem Gitterpunktgeradenpaar g±i ko¨nnen im Unterschied zum 1.
Fall auch lediglich 2k innere Gitterpunktpaare von Q2m liegen. Die Anzahl m
der inneren Gitterpunktpaare von Q2m la¨ßt sich also durch
k + 2k · l ≤ m(4.13)
nach unten abscha¨tzen.
In dem Fall, daß der maximale Fla¨cheninhalt
Vmax(Q
2
m) = 4 · (m+ 1) · d(Λ2)
angenommen werden sollte, wu¨rde dann aber mit Gleichung (4.12) gelten:
(k + 1) · (l + 1) = kl + k + l + 1 > m+ 1.(4.14)
Mit (4.13) erha¨lt man daraus
2kl + k
4.13≤ m 4.14< kl + k + l
und damit
kl < l bzw. k = 0.
Daraus folgt aber in (4.14) l > m, was ein Widerspruch zu (4.11) ist. Der
maximale Fla¨cheninhalt Vmax(Q
2
m) = 4 · (m + 1) · d(Λ2) kann in diesem Fall
also nicht angenommen werden.
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2.2. Fall: Im Innern von zwei Quaderseiten liegt jeweils nur ein Gitterpunkt.
In diesem Fall la¨ßt sich Q2m durch eine hinreichend kleine Drehung der
sich - wegen der Gittersymmetrie - gegenu¨berliegenden Seiten um die bei-
den Gitterpunkte in ein nullpunktsymmetrisches Parallelogramm P 2m gro¨ße-
ren Fla¨cheninhalts u¨berfu¨hren, das auch genau m innere Gitterpunktpaare
entha¨lt (vgl Bew. zu Satz 2.8, 2. Fall).
Da auch P 2m konvex ist und somit den Voraussetzungen von Satz 4.1 genu¨gt,
gilt:
Vmax = 4 · (m+ 1) · d(Λ2) ≥ V (P 2m) > V (Q2m),
d.h. der Fla¨cheninhalt von Q2m ist auch in diesem Fall kleiner als der
Fla¨cheninhalt des entsprechenden M2-Quaders aus dem 1. Fall.
Damit ist gezeigt, daß einM2m-Quader Q2m in einem Gitter Λ2 den maximalen
Fla¨cheninhalt Vmax = 4 · (m + 1) · d(Λ2) genau dann annimmt, wenn er wie
im 1. Fall Seitenmittelpunkte aus Λ2 besitzt und alle inneren Gitterpunkte
von Q2m auf einer Achse mit Endpunkten aus Λ
2 liegen. 222
Bezeichnung 4.15
Ein in einem Gitter Λ2 absolut maximaler M2m-Quader mit dem Seiten-
mittelpunkt
T (xt,1, xt,2)BΛ2 ∈ Λ2
als Endpunkt der Gitterpunktachse t0 wird mit Q
2
m,T bzw. Q
2
m,(xt,1,xt,2)
be-
zeichnet.
Beispiel 4.16 Q22,(6,3) im Gitter Λ
2 mit der Basis BΛ2 = {a1, a2}
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Interpretiert man die Achse t0 eines absolut maximalen M2m-Quaders als
absolut maximalenM1m-Quader in einem vollsta¨ndigen 1-dimensionalen Un-
tergitter Λ1 mit der Basis BΛ1 = {t1}, so la¨ßt sich Satz 4.5 analog zu Korollar
2.10 auch folgendermaßen formulieren:
Korollar 4.17
Ein maximal ausgedehnter M2m-Quader in einem Gitter Λ2 nimmt genau
dann den maximalen Fla¨cheninhalt
Vmax(Q
2
m) = 4 · (m+ 1) · d(Λ2)
an, wenn eine Achse des Quaders ein absolut maximaler M1m-Quader in
einem vollsta¨ndigen 1-dimensionalen Untergitter von Λ2 ist.
Beweis:
√
Bemerkung 4.18
Nach Konstruktion besitzen absolut maximale M2m-Quader Seitenmittel-
punkte aus Λ2.
Im Gegensatz zu absolut maximalen M2-Quadern ist die Existenz solcher
Seitenmittelpunkte außer fu¨r den Fall m = 1 (s. Kor. 4.35) aber noch
keine hinreichende Bedingung fu¨r die Existenz absolut maximaler M2m-
Quader.
Beispiel 4.19 Ein M22-Quader Q˜22 in einem Gitter Λ2
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Obwohl die Seitenmittelpunkte ±M des Quaders Gitterpunkte sind, ist er
nicht absolut maximal in Λ2, da die Gitterpunkte ±P1, ±P2 nicht auf einer
der Quaderachsen liegen.
Tatsa¨chlich gilt fu¨r den Fla¨cheninhalt von Q˜22:
V (Q˜22) = 8 · d(Λ2) < 12 · d(Λ2) = Vmax(Q22).
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4.2 Eigenschaften
In diesem Kapitel werden die Anzahl und Lage von Gitterpunkten, die auf
einem absolut maximalen M2m-Quader liegen, sowie die Seitenverha¨ltnisse
solcher Quader untersucht.
4.2.1 Gitterpunkte
Anzahl der Gitterpunkte von M2m-Quadern
Im Gegensatz zu absolut maximalen Mn-Quadern, bei denen die Anzahl
der Gitterpunktpaare auf dem Rand der Quader gleich der Gesamtzahl der
nichttrivialen Gitterpunktpaare auf dem Quader ist, unterscheiden sich diese
Zahlen bei absolut maximalenM2m-Quadern genau um die Anzahl der inne-
ren nichttrivialen Gitterpunktpaare ±Tj, j = 1, ... ,m (vgl. Fig. 4.4).
In diesem Abschnitt wird daher immer nur die Gesamtzahl der nichttrivialen
Gitterpunktpaare auf einem solchen absolut maximalen M2m-Quader ange-
geben.
Satz 4.20
Auf einem absolut maximalen M2m-Quader in einem Gitter Λ2 liegen ge-
nau
3m+ 3 oder 3m+ 4
nichttriviale Gitterpunktpaare aus Λ2.
Beweis: Nach Konstruktion liegen die Gitterpunkte eines absolut maximalen
M2m-Quaders Q2m,T auf der Quaderachse t0 und den beiden zu t0 parallelen
Quaderseiten t1 und t−1.
Auf t0 liegen die nichttrivialen Gitterpunkte ±T und ±Tj, j = 1, ... ,m, ins-
gesamt also m+ 1 Gitterpunktpaare. Wegen
|t1| = |t−1| = |t0|
und
|d(±Si,±Si+1)| = |d(Tj, Tj+1)|(4.21)
fu¨r zwei benachbarte Gitterpunkte ±Si,±Si+1 auf t±1 liegen auf diesen Qua-
derseiten mindestens 2m+ 2 und ho¨chstens 2m+ 3 Gitterpunktpaare.
Insgesamt erha¨lt man also
3m+ 3 bzw. 3m+ 4
nichttriviale Gitterpunktpaare auf Q2m,T . 222
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Beispiel 4.22
Auf dem absolut maximalen M22-Quader Q22,(6,3) aus Beispiel 4.16 liegen
3 · 2 + 3 = 9
nichttriviale Gitterpunktpaare aus Λ2.
Korollar 4.23
Liegen 3m+4 Gitterpunktpaare eines Gitters Λ2 auf einem absolut maxi-
malen M2m-Quader Q2m,T , so gilt :
1. Die 4 Eckpunkte und die 4 Seitenmittelpunkte des Quaders sind Git-
terpunkte von Λ2.
2. Λ2 la¨ßt sich durch eine Orthogonalbasis aufspannen.
Beweis:
1. Liegen 2m + 3 Gitterpunktpaare ±Si auf den Quaderseiten t±1, dann
mu¨ssen sie wegen 4.21 genau so wie die Gitterpunkte auf t0 angeord-
net sein, d.h. die Seitenmittelpunkte und die Endpunkte von t±1 sind
Gitterpunkte.
Q2m,T besitzt also neben den Seitenmittelpunkten ±T auf den Quader-
seiten s±1 weitere Seitenmittelpunkte auf t±1. Die 4 Endpunkte von t±1
ergeben schließlich die Eckpunkte des Quaders. 2
2. Seien ±S ∈ Λ2 die Seitenmittelpunkte von Q2m,T auf den Quaderseiten
t±1. Dann la¨ßt sich Λ2 z.B. durch die orthogonalen Vektoren
−→
OT1=: a1 und
−→
OS=: a2
erzeugen. 222
Bemerkung 4.24
Geometrisch la¨ßt sich Satz 4.20 auch aus Satz 2.12 u¨ber die Anzahl von
nichttrivialen Gitterpunktpaaren auf dem Rand absolut maximaler M2-
Quader herleiten:
Verla¨ngert man einen absolut maximalen M2-Quader u¨ber die Seitenmit-
telpunkte ±T , so liegen wegen der gleichen Absta¨nde benachbarter Gitter-
punkte auf den Gitterpunktgeraden gi fu¨r jedes innere Gitterpunktpaar auf
t0 zusa¨tzlich zwei Gitterpunktpaare auf den Quaderseiten t±1.
Da auf einem absolut maximalenM2-Quader nach Satz 2.12 genau 3 oder
4 nichttriviale Gitterpunktpaare liegen, sind es bei einem absolut maxima-
len M2m-Quader entsprechend 3m+ 3 bzw. 3m+ 4.
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Lage der Gitterpunkte von M2m-Quadern
In Kapitel 2.2.1 wird u.a. gezeigt, wie die Koordinaten der Randpunkte
±Si(±xsi,1,±xsi,2)BΛ2 ∈ g±1 eines absolut maximalen M2-Quaders in einem
Gitter Λ2 von den Koordinaten der Gitterpunkte ±T (±xt,1,±xt,2)BΛ2 ∈ g0
abha¨ngen. Dabei gilt nach Satz 2.15:
|xt,1xsi,2 − xt,2xsi,1| = 1.
Aufgrund der sehr a¨hnlichen Konstruktion absolut maximaler M2m-Quader
la¨ßt sich ausgehend von Satz 2.15 auch fu¨r diese Quader eine analoge Aussage
formulieren:
Satz 4.25
Sei Q2m,(xt,1,xt,2) ein absolut maximaler M2m-Quader in einem Gitter Λ2
mit der Basis BΛ2 = {a1, a2}.
Dann gilt fu¨r die Gitterpunkte ±Si(±xsi,1,±xsi,2)BΛ2∈ g±1 auf Q2m,(xt,1,xt,2)
|xt,1xsi,2 − xt,2xsi,1| = m+ 1
und fu¨r die Gitterpunkte ±Tj(±xtj ,1,±xtj ,2)BΛ2∈ g0 auf Q2m,(xt,1,xt,2)
|xt,1xtj ,2 − xt,2xtj ,1| = 0.
Beweis:
1. Nach dem Beweis von Satz 2.15 gilt bei absolut maximalen M2-
Quadern die Gleichung
|xt,1xsi,2 − xt,2xsi,1| = 1
fu¨r sa¨mtliche Punkte auf den Gitterpunktgeraden g±1, also auch fu¨r
die entsprechenden Gitterpunkte eines wie in Kapitel 4.1 konstruierten
absolut maximalenM2m-Quaders, wobei in diesem Fall die Punkte ±T
durch die Punkte ±T1 mit ggT(xt1,1, xt1,2) = 1 ersetzt werden mu¨ssen
(vgl. Fig. 2.2 und Fig. 4.4).
Fu¨r einen derart konstruierten absolut maximalen M2m-Quader folgt
die Aussage dann mit (xt,1, xt,2) = (m+ 1) · (xt1,1, xt1,2). 2
2. Mit (xt,1, xt,2) =
(m+1)
j
· (xtj ,1, xtj ,2); j = 1, ... ,m erha¨lt man
|xt,1xtj ,2 − xt,2xtj ,1| = (m+1)j · |xtj ,1xtj ,2 − xtj ,2xtj ,1| = 0. 222
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Bemerkung 4.26
Bei einem absolut maximalen M2m-Quader Q2m,T und entsprechend bei ei-
nem absolut maximalen M2-Quader Q2T gilt allgemein die Gleichung
|xt,1xs,2 − xt,2xs,1| = (m+ 1) · |i|, m ∈ IN
fu¨r einen beliebigen Gitterpunkt S(xs,1, xs,2)BΛ2 auf einer der Gitterpunkt-
geraden gi, i ∈ Z .
Beweis: Die Vektoren
−→
OT=: t und
−→
OS=: s bilden eine Basis BΛ˜2 = {t, s}
eines 2-dimensionalen Untergitters Λ˜2 von Λ2 und spannen eine Fundamen-
talzelle FB(Λ˜
2) mit dem Fla¨cheninhalt
|FB(Λ˜2)| = | det( t, s )| = (m+ 1) · |i| · d(Λ2)
auf. Die Determinante der Koeffizientenmatrix von ( t, s ), also
xt,1xp,2 − xt,2xp,1,
entspricht dabei der Determinante von ( t, s ) bezu¨glich des Gitters Z 2 mit
der Basis BZ2 =
{(
1
0
)
,
(
0
1
)}
und der Gitterdeterminante d(Z 2) = 1.
Daraus folgt:
|xt,1xs,2 − xt,2xs,1| = (m+ 1) · |i| · d(Z 2) = (m+ 1) · |i|. 222
Analog zu Kapitel 2.2.1 lassen sich nun die Koordinaten der Gitterpunkte
±Si(±xsi,1,±xsi,2) ∈ t±1, die tatsa¨chlich auf dem Quader Q2m liegen, u¨ber
das Skalarprodukt der Vektoren si und t berechnen.
Fu¨r die senkrechte Projektion si,t des Vektors si auf den Vektor t muß dabei
gelten: ∣∣∣ si,t ∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ t · si| t |2 · t
∣∣∣∣∣ ≤ | t | bzw. | t · si | ≤ | t |2.
Man erha¨lt also die folgende Bedingung fu¨r die Koordinaten von ±Si:
| (xt,1a11 + xt,2a12)(xsi,1a11 + xsi,2a12) + (xt,1a21 + xt,2a22)(xsi,1a21 + xsi,2a22) |
≤ (xt,1a11 + xt,2a12)2 + (xt,1a21 + xt,2a22)2.
Die Koordinaten der Gitterpunkte ±Tj(±xtj ,1, xtj ,2) ∈ t0 ergeben sich nach
Konstruktion zu
xtj ,1 =
j
m+1
· xt1 bzw. xtj ,2 = jm+1 · xt2 , j = 1, ... ,m.
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4.2.2 Seitenverha¨ltnisse
Satz 4.27
Sei Q2m,T ein absolut maximaler M2m-Quader in einem Gitter Λ2 mit der
Gitterdeterminante d(Λ2).
Dann gilt: Das Seitenverha¨ltnis |t0| : |s0| von Q2m,T ist von der Form
|d(T,O)|2 : (m+ 1) · d(Λ2).
Beweis: Fu¨r die Seitenverha¨ltnisse absolut maximalerM2m-Quader Q2m,T in
einem Gitter Λ2 gilt mit |t0| · |s0| 4.5= 4 · (m+ 1) · d(Λ2):
|t0| : |s0| = |t0|2 : 4 · (m+ 1) · d(Λ2).
Mit |t0| = 2 · |d(T,O)| folgt
|t0| : |s0| = |d(T,O)|2 : (m+ 1) · d(Λ2). 222
Beispiel 4.28
Der absolut maximaleM22-Quader Q22,(6,3) aus Beispiel 4.16 hat im Gitter
Λ2 mit der Basis
BΛ2 = {a1, a2} =
{(−1
1,1
)
,
(
4
−1,4
)}
und der Gitterdeterminante
d(Λ2) = |(−1) · (−1, 4)− 1, 1 · 4| = 3
das Seitenverha¨ltnis
|t0| : |s0| = (6 · (−1) + 3 · 4)2 + (6 · 1, 1 + 3 · (−1, 4))2 : (2 + 1) · 3
= 41, 76 : 9
= 4, 64 : 1.
Korollar 4.29
Das Seitenverha¨ltnis eines absolut maximalenM2m-Quaders Q2m,T la¨ßt sich
auch in der Form
|s0| : |t0| = d(Λ
2)
d(Λ1)
: (m+ 1) · d(Λ1)
mit d(Λ1) als Determinante des von der Basis BΛ1 = {t1} aufgespannten
vollsta¨ndigen 1-dimensionalen Untergitters Λ1 von Λ2 darstellen.
Beweis: Aus |d(T,O)| = (m+ 1) · |d(T1, O)| = (m+ 1) · d(Λ1) folgt:
|s0| : |t0| 4.27= d(Λ2) : (m+1) · |d(T1, O)|2 = d(Λ
2)
d(Λ1)
: (m+1) · d(Λ1). 2
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Fu¨r Gitter Λ2 mit einer Basis
BΛ2 =
{(
a11
a21
)
,
(
a12
a22
)}
mit aij ∈ Z ; i, j = 1, 2
gilt analog zu Korollar 2.24:
Korollar 4.30
Sei Λ2 ein Gitter mit der Basis BΛ2 =
{(
a11
a21
)
,
(
a12
a22
)}
, aij ∈ Z ; i, j = 1, 2
und Q2m,T ein absolut maximalerM2m-Quader in Λ2 mit dem Seitenverha¨lt-
nis
|t0| : |s0| = |d(T,O)|2 : (m+ 1) · d(Λ2)
= (xt,1a11 + xt,2a12)
2 + (xt,1a21 + xt,2a22)
2 : (m+ 1) · d(Λ2).
Dann gilt:
1. Das Seitenverha¨ltnis von Q2m,T la¨ßt sich in der Form k : l mit k, l ∈ IN∗
darstellen.
2. ggT( xt,1a11 + xt,2a12 , xt,1a21 + xt,2a22 ) | (m+ 1) · d(Λ2).
Beweis:
1. Analog Korollar 2.24. 2
2. Analog Korollar 2.24 la¨ßt sich fu¨r T1(xt1,1, xt1,2)BΛ2 zeigen:
ggT( xt1,1a11 + xt1,2a12 , xt1,1a21 + xt1,2a22 ) | d(Λ2).
Wegen (xt,1, xt,2) = (m+ 1) · (xt1,1, xt1,2) folgt daraus
ggT(xt,1a11+xt,2a12 , xt,1a21+xt,2a22 ) | (m+1) ·d(Λ2). 222
Bemerkung 4.31
Man erha¨lt fu¨r ggT( xt,1a11+ xt,2a12 , xt,1a21+ xt,2a22 ) =: κ analog zu Be-
merkung 2.25 Seitenverha¨ltnisse der Form
κ2
(m+1)·d(Λ2) ·
[(
xt,1a11+xt,2a12
κ
)2
+
(
xt,1a21+xt,2a22
κ
)2]
: 1
mit κ | (m+1) ·d(Λ2) und
[(
xt,1a11+xt,2a12
κ
)2
+
(
xt,1a21+xt,2a22
κ
)2]
als Summe
von zwei teilerfremden Quadraten natu¨rlicher Zahlen mit der Primfaktor-
zerlegung
2e · pe11 · ... · pess mit e = 0 ∨ 1, pi ≡ 1 mod 4.
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4.3 Absolut maximale M21-Quader
Satz 4.5 u¨ber den maximalen Fla¨cheninhalt vonM2m-Quadern in einem Git-
ter Λ2 la¨ßt sich fu¨r den Fall m = 1 auch noch anders beweisen. Dieser alter-
native Beweis wird in diesem Abschnitt vorgestellt.
Zusa¨tzlich werden aus diesem Beweis weitere Eigenschaften absolut maxima-
ler M21-Quader hergeleitet.
Satz 4.32
1. Fu¨r den Fla¨cheninhalt eines M21-Quaders Q21 in einem Gitter Λ2 gilt :
V (Q21) ≤ 8 · d(Λ2).
2. Wird der maximale Fla¨cheninhalt angenommen, so liegen die inneren
Gitterpunkte von Q21 auf einer der Achsen des Quaders.
Beweis:
1. Seien ±U die beiden inneren Gitterpunkte des M21-Quaders Q21 im
Gitter Λ2 mit der Gitterdeterminante d(Λ2) und
V 6= k · U, k ∈ Z
ein weiterer Gitterpunkt von Λ2 auf dem Rand von Q21. Dann la¨ßt sich
Λ2 durch die Vektoren
−→
OU=: u und
−→
OV=: v
erzeugen, d.h. BΛ2 = {u, v} ist eine Basis von Λ2.
Nun betrachtet man Q21 im Gitter Λ˜
2 mit der Basis BΛ˜2 = {2u, v}.
Dieses Gitter ist ein Untergitter von Λ2 mit der Gitterdeterminante
d(Λ˜2) = 2 · d(Λ2),(4.33)
wobei ±U keine Gitterpunkte von Λ˜2 sind. In Λ˜2 ist Q21 somit ein
nullpunktsymmetrischer Quader, in dessen Innern keine nichttrivialen
Gitterpunkte liegen.
Damit gilt nach dem Satz von Minkowski fu¨r den Fla¨cheninhalt von Q21:
V (Q21) ≤ 4·d(Λ˜2)
(4.33)
= 8·d(Λ2). 2(4.34)
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2. In (4.34) liegt Gleichheit nach Satz 2.8 genau dann vor, wenn (minde-
stens) zwei Seitenmittelpunkte ±M von Q21 Gitterpunkte von Λ˜2 und
somit auch Gitterpunkte von Λ2 sind.
Dann mu¨ssen die beiden inneren Gitterpunkte ±U von Q21 aber entwe-
der auf der QuaderachseM,−M =: m0 oder auf der zu m0 senkrechten
Achse m⊥ liegen, da ansonsten auch zwei der Punkte
U± −→OM bzw. − U± −→OM
innere Gitterpunkte von Q21 wa¨ren. 222
Nach dem obigen Beweis reicht also im Gegensatz zu maximal ausgedehn-
ten M2m-Quadern mit m ≥ 2 bei maximal ausgedehnten M21-Quadern die
Existenz von Seitenmittelpunkten ±M aus Λ2 bereits zur Charakterisierung
absolut maximaler M21-Quader aus (vgl. Bem. 4.18). Es gilt:
Korollar 4.35
Genau die in einem Gitter Λ2 maximal ausgedehnten M21-Quader, die
Seitenmittelpunkte aus Λ2 besitzen, sind absolut maximal in Λ2.
Beweis:
√
Aus dem Beweis von Satz 4.32 folgt auch direkt die Lage der inneren
Gitterpunkte ±U eines absolut maximalen M21-Quaders Q21:
Aus ±U ∈ m0 folgt
±U = ±1
2
M
und fu¨r ±U ∈ m⊥ mu¨ssen die Endpunkte ±M⊥ von m⊥ auch Gitterpunkte
von Λ2 sein, da Q21 nach Voraussetzung maximal ausgedehnt ist, und Gitter-
punkte in diesem Fall nur auf m⊥ und den zu m⊥ parallelen Quaderseiten
liegen. Daraus folgt aber
±U = ±1
2
M⊥.
Es gilt also entsprechend der Konstruktion absolut maximaler M21-Quader
nach Kapitel 4.1:
Korollar 4.36
Die inneren Gitterpunkte eines in einem Gitter Λ2 absolut maximalen
M21-Quaders liegen auf einer Achse des Quaders und sind die Mittelpunkte
der entsprechenden Halbachsen.
Beweis:
√
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4.4 Ausblick: Absolut maximale Mnm-Quader
Genau wie in Kapitel 3.3 lassen sich bei absolut maximalen Mnm-Quadern
Vermutungen u¨ber die Konstruktion und die Anzahl von Gitterpunkten auf
solchen Quadern sowie u¨ber ihre Seitenverha¨ltnisse anstellen.
Konstruktion absolut maximaler Mnm-Quader
In Korollar 4.17 werden absolut maximale M2m-Quader in einem Gitter Λ2
dadurch charakterisiert, daß eine der Achsen eines solchen Quaders ein ab-
solut maximalerM1m-Quader in einem vollsta¨ndigen 1-dimensionalen Unter-
gitter von Λ2 ist.
Da das gerade der charakterisierenden Eigenschaft absolut maximaler M2-
und M3-Quader entspricht (vgl. Kap. 3.3), ist analog zu Vermutung 3.23
anzunehmen, daß dieses Prinzip auch fu¨r ho¨herdimensionale M2m-Quader
Gu¨ltigkeit besitzt:
Vermutung 4.37
Ein Mnm-Quader Qnm in einem Gitter Λn besitzt genau dann das - nach
dem verallgemeinerten Satz von Minkowski maximale - Volumen
Vmax(Q
n
m) = 2
n · (m+ 1) · d(Λn),
wenn eine der Achsen des Quaders ein absolut maximaler Mn−1m -Quader
in einem vollsta¨ndigen (n-1)-dimensionalen Untergitter von Λn ist.
Genau wie bei absolut maximalenMn-Quadern la¨ßt sich auch in diesem Fall
leicht zeigen, daß ein absolut maximaler Mn−1m -Quader in einem vollsta¨ndi-
gen (n-1)-dimensionalen Untergitter Λn−1 von Λn auf einer Gitterpunkthy-
perebene H0 durch senkrechte Projektion auf die beiden zu H0 benachbarten
Gitterpunkthyperebenen H±1 zu einem absolut maximalen Mnm-Quader in
Λn erweitert werden kann.
Wesentlich schwieriger ist allerdings auch hier die andere Richtung des Be-
weises, na¨mlich zu zeigen, daß jeder absolut maximale Mnm-Quader einen
solchen absolut maximalen Mn−1m -Quader als Achse besitzt.
Anzahl der Gitterpunkte absolut maximaler M2m-Quader
Nach Satz 4.20 liegen auf einem absolut maximalen M2m-Quader in einem
Gitter Λ2 genau 3m+3 oder 3m+4 nichttriviale Gitterpunktpaare aus Λ2.
Bei einem absolut maximalenM1m-Quader sind es genau m+1 Gitterpunkt-
paare (vgl. d. Herleitung zu Kor. 4.17).
Diese Ergebnisse decken sich fu¨r den Fall m = 0 mit der Anzahl nichttrivialer
Gitterpunktpaare auf absolut maximalen M1- und M2-Quadern.
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Legt man fu¨r einen absolut maximalen Mnm-Quader Qnm also das gleiche
Prinzip der ”Bestu¨ckung” mit nichttrivialen Gitterpunkten zugrunde, wie
bei absolut maximalen Mn-Quadern in Kapitel 3.3, so erha¨lt man folgende
Anzahl von Gitterpunkten:
Die maximale Anzahl von nichttrivialen Gitterpunkten auf einem M1m-
Quader la¨ßt sich durch 2m + 3 − 1 = 2m + 2 darstellen, wobei 2m + 3
die Gesamtzahl der Gitterpunkte auf dem Quader ist und der Ursprung ab-
gezogen wird.
Im 2-Dimensionalen kommt durch die senkrechte Projektion des 1-dimen-
sionalen Quaders maximal noch zwei mal die gleiche Anzahl von Gitter-
punkten hinzu, wobei der Ursprung insgesamt nur ein mal abgezogen wird.
Es ergeben sich also maximal 3 · (2m+ 3)− 1 = 6m+ 8 nichttriviale Gitter-
punkte.
Im 3-Dimensionalen wu¨rden sich durch weitere Projektion schließlich maxi-
mal 32 · (2m+ 3)− 1 = 18m+ 26 nichttriviale Gitterpunkte ergeben.
Insgesamt ko¨nnten auf dem Rand eines n-dimensionalen Mnm-Quaders also
3n−1 · (2m+ 3)− 1 nichttriviale Gitterpunkte liegen.
Die minimale Anzahl nichttrivialer Gitterpunkte auf einem absolut maxima-
len M1m-Quader la¨ßt sich durch 21 · (m+ 1) = 2m+ 2 darstellen.
Zur minimalen ”Bestu¨ckung” eines absolut maximalen M2m-Quaders mit
nichttrivialen Gitterpunkten beno¨tigt man dann zusa¨tzlich 2 · 2 · (m + 1)
Gitterpunkte, insgesamt also (21 + 22) · (m + 1) = 6m + 6 nichttriviale Git-
terpunkte.
Im 3-Dimensionalen wu¨rden wiederum 2·2·2·(m+1) Gitterpunkte hinzukom-
men, insgesamt wa¨ren es also mindestens (21+22+23) · (m+1) = 14m+14
nichttriviale Gitterpunkte.
Allgemein wu¨rden sich damit auf dem Rand eines absolut maximalen Mnm-
Quaders mindestens
∑n
i=1 2
i · (m + 1) = 2 · (2n − 1) · (m + 1) nichttriviale
Gitterpunkte ergeben.
Insgesamt erha¨lt man also:
Vermutung 4.38
Sei Qnm ein absolut maximalerMnm-Quader in einem Gitter Λn. Dann gilt
fu¨r die Anzahl der nichttrivialen Gitterpunkte auf Qnm:
2 · (2n − 1) · (m+ 1) ≤ #GP(Qnm) ≤ 3n−1 · (2m+ 3)− 1.
Dabei decken sich beide Abscha¨tzungen fu¨r den Fall m = 0 mit den Ergeb-
nissen fu¨r absolut maximale Mn-Quader aus Vermutung 3.24.
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Seitenverha¨ltnisse absolut maximaler Mnm-Quader
Das Seitenverha¨ltnis |s0| : |t0| eines absolut maximalen M2m-Quaders Q2m,T
in einem Gitter Λ2 mit der Gitterdeterminante d(Λ2) ist nach Satz 4.27 von
der Form
|s0| : |t0| = (m+ 1) · d(Λ2) : |d(T,O)|2,
bzw. nach Korollar 4.29 von der Form
|s0| : |t0| = d(Λ2) : (m+ 1) · |d(T1, O)|2
fu¨r die Gitterpunkte T1(
1
m+1
· xt,1, 1m+1 · xt,2) oder
|s0| : |t0| = d(Λ
2)
d(Λ1)
: (m+ 1) · d(Λ1)
mit d(Λ1) = |d(T1, O)| als Gitterdeterminante des von der Basis BΛ1 = {t1}
aufgespannten vollsta¨ndigen 1-dimensionalen Untergitters Λ1 von Λ2.
Betrachtet man analog zu den ”Seitenverha¨ltnissen” absolut maximalerMn-
Quader die Verha¨ltnisse der Absta¨nde sich gegenu¨berliegender Quaderseiten,
die durch den Quotienten der Determinanten eines k-dimensionalen Gitters
Λk und seines (k-1)-dimensionalen Untergitters Λk−1 beschrieben werden, so
wu¨rden sich unter der Voraussetzung, daß Vermutung 4.37 u¨ber die Kon-
struktion absolut maximaler n-dimensionalerMnm-Quader zutrifft, analog zu
Satz 3.25 folgende ”Seitenverha¨ltnisse” fu¨r absolut maximale Mnm-Quader
ergeben:
Satz 4.39
Das Verha¨ltnis der Absta¨nde sich gegenu¨berliegender Quaderseiten absolut
maximaler n-dimensionaler Mnm-Quader Qnm in einem Gitter Λn ist von
der Form
d(Λn)
d(Λn−1)
:
d(Λn−1)
d(Λn−2)
: · · · : d(Λ
2)
d(Λ1)
: (m+ 1) · d(Λ1),
wobei die Λk, 1 ≤ k ≤ n− 1 die entsprechenden k-dimensionalen Untergit-
ter von Λn sind, in denen die absolut maximalen Mkm-Quader liegen, aus
denen sich der Mnm-Quader Qnm nach Vermutung 4.37 aufbaut.
Beweis:
√
Zusammenfassung
Grundlage dieser Arbeit ist der in der Einleitung zitierte Gitterpunktsatz
von Minkowski fu¨r nullpunktsymmetrische konvexe Ko¨rper im IRn (vgl. [2],
S. 33, Th. 1). Der Satz gibt eine Volumenabscha¨tzung fu¨r derartige Ko¨rper in
einem n-dimensionalen Gitter Λn, die keine nichttrivialen Gitterpunkte aus
Λn in ihrem Innern enthalten.
Eine Erweiterung dieses Satzes ist der verallgemeinerte Satz von Minkowski
(vgl. [2], S. 44, Th. 1), bei dem eine gewisse - wegen der Nullpunktsymmetrie
der betrachteten Ko¨rper gerade - Anzahl von inneren Gitterpunkten zuge-
lassen wird. Aus diesem Satz folgt, daß ein solcher Minkowski-Ko¨rper K mit
m ∈ IN inneren Gitterpunktpaaren ho¨chstens das Volumen
Vmax(K) = 2
n · (m+ 1) · d(Λn), n ∈ IN∗
besitzt.
In der vorliegenden Arbeit wurden 2- und 3-dimensionale Quader, die den
Voraussetzungen des (verallgemeinerten) Satzes von Minkowski genu¨gen, un-
tersucht.
Dabei wurden zuna¨chst 2- und 3-dimensionale Minkowski-Quader - in der
Arbeit M2- bzw. M3-Quader genannt - betrachtet, die keine nichttrivialen
Gitterpunkte des zugrundegelegten Gitters Λ2 bzw. Λ3 in ihrem Innern ent-
halten (Kap. 2 und 3).
Es konnte gezeigt werden, daß diese Quader das maximale Volumen
Vmax(K) = 2
n · d(Λn); n = 2 ∨ n = 3
tatsa¨chlich annehmen ko¨nnen, und zwar genau dann, wenn eine Achse des
Quaders ein absolut maximaler Minkowski-Quader in einem vollsta¨ndigen
(n-1)-dimensionalen Untergitter von Λn ist (s. Kor. 2.10, Satz 3.2).
Weitere Eigenschaften dieser absolut maximalen Quader wie die Anzahl und
Lage von Gitterpunkten auf dem Quaderrand sowie ihre Seitenverha¨ltnisse2
wurden untersucht.
2Tatsa¨chlich wurden die Verha¨ltnisse der Absta¨nde sich gegenu¨berliegender Quader-
seiten betrachtet, was nur im 2-Dimensionalen dem La¨ngenverha¨ltnis der Quaderseiten
entspricht.
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So konnte gezeigt werden, fu¨r welche Gitterpunktanzahlen absolut maximale
M2- und M3-Quader in einem Gitter Λ2 bzw. Λ3 existieren (s. Satz 2.12
und Satz 3.9) und fu¨r welche dieser Gitterpunktanzahlen einM2- bzw.M3-
Quader notwendig absolut maximal ist (s. Satz 2.14 und Satz 3.11).
Aus der Konstruktion absolut maximaler M2- und M3-Quader konnte ein
Verfahren entwickelt werden, mit dem man aus den Koordinaten der Gitter-
punkte auf der absolut maximalen (n-1)-dimensionalen Achse eines absolut
maximalen n-dimensionalen Quaders die Koordinaten der restlichen Gitter-
punkte auf dem Quader ermitteln kann (vgl. Kap. 2.2.1 und Kap. 3.2.1: Lage
der Randpunkte absolut maximaler M2- bzw. M3-Quader).
Schließlich wurden noch die ”Seitenverha¨ltnisse” absolut maximalerM2- und
M3-Quader betrachtet. Dabei konnte gezeigt werden, daß sie nur von den
Gitterdeterminanten des zugrundegelegten Gitters Λn und seiner vollsta¨ndi-
gen (n-k)-dimensionalen Untergitter abha¨ngen (s. Kor. 2.20 und 3.22).
Fu¨r bestimmte Gitter wurden die Seitenverha¨ltnisse von M2-Quadern
zusa¨tzlich auf Ganzzahligkeit und weitere zahlentheoretische Eigenschaften
untersucht (s. Kor. 2.24, Bem. 2.25) und es wurden die maximalen Fla¨chen-
inhalte von M2-Quadern mit einem festen Seitenverha¨ltnis ν : 1, ν ∈ IR>0
ermittelt (Kap. 2.3, Satz 2.38).
Als eine Erweiterung der in Kapitel 2 betrachteten M2-Quader wurden in
Kapitel 4 nullpunktsymmetrische 2-dimensionale Quader untersucht, in deren
Innern eine gewisse Anzahl m ∈ IN∗ nichttrivialer Gitterpunktpaare zugelas-
sen wird, sogenannte M2m-Quader.
Dabei konnten die fu¨r M2-Quader gewonnenen Ergebnisse bezu¨glich Kon-
struktion und Eigenschaften gro¨ßtenteils verallgemeinert werden (s. Kor.
4.17, Satz 4.20, Satz 4.25 und Kor. 4.29).
Betrachtet man die Ergebnisse aus den Kapiteln 2, 3 und 4 so la¨ßt sich
vermuten, daß sich sowohl die Konstruktion absolut maximaler M2-, M3-
und M2m-Quader als auch die untersuchten Eigenschaften gro¨ßtenteils auf
ho¨here Dimensionen u¨bertragen lassen (vgl. Kap. 3.3 und Kap. 4.4).
Es sind also genu¨gend Ansa¨tze fu¨r weitere Untersuchungen zu diesem Thema
gegeben.
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